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Suite à un problème technique, j’ai perdu le script d’une partie de mon mé-
moire (Chapire 1), donc j’ai du découper mon mémoire en deux chapitres. Pour
cette raison, chaque chapitre a ses propres sommaire et bibliographie. Malheureu-
sement il y a quelques erreurs dans le Chapitre 1 que je n’ai pas pu corriger et
je m’en excuse. Je souhaiterait tout même donner ici la correction d’une faute de
frappe : [Chapitre 1, Lemme 3.14, (iii)] devrait être :

(iii) ρ0 4 (π′ ∨ ξ′)[−N,N ].
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1 Carde formel du mémoire
La théorie ergodique est le cadre abstrait de l’étude des systèmes dynamiques

mesurés : on se donne un ensemble X muni d’une tribu F et d’une mesure de
probabilité µ sur F (dans tout ce mémoire, toutes les mesures sont des mesures
de probabilité). Sur cet espace de probabilité, vient agir une transformation T qui
est une application mesurable, inversible et d’inverse mesurable. On suppose que
T préserve la mesure : pour tout A ∈ F , µ(T−1(A)) = µ(A). Autrement dit, la
mesure image de µ par T , T∗µ, est égale à µ.

On appellera système dynamique ou simplement automorphisme un espace
(X,F , µ, T ) tel que (X,F , µ) soit un espace de Lebesgue, et que T soit une
transformation inversible, mesurable, d’inverse mesurable et qui préserve la me-
sure. Par la suite, sauf risque de confusion, on écrira simplement (X,µ, T ) pour
désigner un système dynamique.

Définition 1.1. Soient (X,F , µ, T ) et (Y,G, ν, S) deux systèmes dynamiques et
π : X → Y vérifiant :

1. l’application π est mesurable,

2. la mesure sur Y est ν = π∗µ,

3. et π ◦ T = S ◦ π

On dit alors (Y, ν, S) est un facteur de (X,µ, T ) et que π est une application
facteur. On écrira souvent une application facteur sous la forme π : (X,µ, T ) −→
(Y, ν, S). Si π est une bijection et π−1 est aussi une application facteur, alors c’est
un isomorphisme de systèmes dynamiques.

Comme il y a une bijection naturelle entre les sous-tribus T -invariantes de F
et les facteurs de (X,F , µ, T ), on appellera aussi facteur toute tribu H ⊂ F T -
invariante. On notera σ(π) la sous-tribu engendrée par l’application facteur π. On
dira qu’une fonction sur X est π-mesurable si elle est σ(π)-mesurable.

Pour deux applications facteur π et ϕ, on définit l’application jointe par la
formule :

π ∨ ϕ(x) = (π(x), ϕ(x)),
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(où π ∨ ϕ se lit “π et ϕ”).
Présentons maintenant une classe de facteurs qui seront centraux pour la théo-

rie de l’entropie. Pour un ensemble fini ou infini A, on appellera processus sta-
tionnaire sur l’alphabet A toute application facteur de la forme :

ξ : (X,F , µ, T )→ (AZ, C, ξ∗µ, TA)

avec
TA((an)n∈Z) = (an+1)n∈Z,

et où C est la tribu cylindrique. C’est-à-dire la tribu engendrée par les cylindres :

Cm
n (An, ..., Am) = {x ∈ AZ|(xk)mk=n ∈ An × · · · × Am},

avec, pour i ∈ {n, ...,m}, Ai ⊂ A et Ai est mesurable.
En écrivant ξ = (ξn)n∈Z, comme ξ est une application facteur, on a :

∀n, ξn+1 = ξn ◦ T,

ce qui donne :
∀n, ξn = ξ0 ◦ T n

Le processus est donc complètement déterminé par la variable aléatoire ξ0. Et
réciproquement, toute variable aléatoire ξ0 engendre un processus via la formule
ci-dessus. On l’écrit alors :

ξ :=
∞∨

n=−∞

ξn =
∞∨

n=−∞

ξ0 ◦ T n.

Pour une partie I ⊂ Z on notera ξI la restriction de ξ à I , c’est-à-dire

ξI =
∨
n∈I

ξi.

On remarque que si ξ est le processus engendré par ξ0 et ζ est celui engendré par
ζ0, alors ξ ∨ ζ est le processus engendré par ξ0 ∨ ζ0.

Lorsque l’on regarde la structure d’un processus stationnaire, on remarque
que, une fois que l’alphabet A est fixé, celui-ci est totalement caractérisé par la
mesure ξ∗µ. Si l’on veut construire un tel processus, il suffit donc de définir une
mesure sur AZ invariante par TA.
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Donnons ici un exemple de construction. Fixons une mesure de probabilité
sur A, que l’on appelle γ. On peut alors définir une mesure sur les cylindres via la
formule

ν(Cm
n (An, ..., Am)) =

m−n+1∏
i=0

γ(Ai),

où An × · · · × Am ⊂ Am−n+1. Le théorème d’extension de Kolmogorov affirme
qu’il existe une unique mesure sur AZ vérifiant la formule ci-dessus pour tous les
cylindres. On l’appelle la mesure produit et on la note ν = γ⊗Z. On voit facilement
que sur les cylindres, on a l’égalité

ν(Cm+1
n+1 (An, .., Am)) = ν(Cm

n(An, ...,Am)),

ce qui, par l’unicité de l’extension, prouve que la mesure produit est TA-invariante.
On obtient donc le système dynamique : (AZ, C, γ⊗Z, TA). Tous les systèmes dy-
namiques construits ainsi sont appelés schémas de Bernoulli.

On remarque que la suite (ξn : a 7→ an) est une suite de variable aléatoires
i.i.d. de loi γ. Donc si on prend, par exemple γ = B(1

2
, 1

2
), le schéma de Bernoulli

est une représentation dynamique d’un objet bien connu en probabilité, un jeu de 
pile ou face. Le fait que tous les lancés de pièce soient indépendants implique 
que, à chaque étape, même en ayant connaissance de tous les lancés précédents, 
il est impossible de prédire le résultat que donnera le lancé suivant. Pour cette 
raison, les schémas de Bernoulli sont les systèmes les plus aléatoires que l’on 
puisse construire. Pour mesurer ce aspect “aléatoire” des systèmes dynamiques et 
donner un sens quantitatif à cette interprétation qualitative, à la fin des années 
soixante, Kolmogorov et Sinai, inspirés par la théorie de l’information développée 
par C. Shannon, ont introduit un nouveau concept qui a révolutionné la théorie 
ergodique : l’entropie de Kolmogorov-Sinai.

2 Introduction
2.1 L’entropie en théorie ergodique

2.1.1 L’entropie de Shannon

La notion d’entropie est apparue pour la première fois en mathématiques en 
1948, introduite par Claude Shannon dans ses travaux fondateurs de la théorie de 
l’information [6]. On la définit ici sous une forme adaptée à son utilisation en 
théorie ergodique.
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Soit (X,µ) un espace de probabilité,A un ensemble quelconque, et ξ : X → A
une variable aléatoire à valeur dans A (en théorie de l’information, elle représen-
terait le signal à traiter). On définit alors l’entropie de Shannon de ξ :

Hµ(ξ) = −
∫
X

log(µ({ξ = ξ(x)}))dµ(x).

Sur un ensemble A fini, cela devient :

Hµ(ξ) = −
∑
a∈A

µ({ξ = a}) log(µ({ξ = a})).

(Lorsque le contexte est suffisament clair, on écrira H := Hµ.) Il peut aussi être
utile de définir l’entropie d’une partition finie P de X :

Hµ(P) = −
∑
P∈P

µ(P ) log(µ(P )).

Définissons aussi l’entropie conditionnelle : si A est une sous-tribu de F

Hµ(ξ|A) = −
∑
a∈A

∫
E[1{ξ=a}|A] log(E[1{ξ=a}|A])dµ.

Cette définition permet de définir le conditionnement par rapport à une variable
aléatoire ou part rapport à une partition, en prenant la tribu engendrée. Par exemple :

Hµ(ξ | π) := Hµ(ξ |σ(π)).

On introduit un ordre partiel sur les variables aléatoires : on note ξ 4 η et
on dit que η est plus fine que ξ, si ξ est η-mesurable. On remarque alors que
ξ 7→ Hµ(ξ | π) est une fonction croissante et π 7→ Hµ(ξ |π) est décroissante.

La propriété fondamentale est la formule suivante (appelée “chain rule” en
anglais) :

H(ξ ∨ η | π) = H(ξ | π) +H(η | ξ ∨ π), (1)

pour trois variables aléatoires ξ, η et π à valeurs dans des ensembles finis.
Notons ici un autre résultat utile : Soit (Fk)k≥0 une suite croissante de par-

titions, et notons F∞ = σ((Fk)k≥0). La théorie des martingales permet de conclure 
que :

H(ξ | Fk) −→
k→∞

H(ξ | F∞) (2)

Remarque 2.1. On voit que, grâce à (2), on peut remplacer π dans (1) par une 
sous-tribu quelconque.
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2.1.2 Entropie d’un système dynamique

En 1958, Kolmogorov et Sinai eurent l’intuition pour d’introduire le concept
d’entropie en systèmes dynamiques. On présente ici une notion plus générale
d’entropie relative qui servira plus tard.

Soit (ξn)n∈Z un processus stationnaire sur (X,µ, T ), et π une application fac-
teur. On définit l’entropie de Kolmogorov-Sinai relative (ou KS-entropie relative)
de ξ sachant π comme :

h(ξ, µ, T | π) = lim
n→∞

1

n
Hµ

(
n−1∨
i=0

ξi |π

)
.

Ensuite, on prend une application facteur quelconque ϕ, on définit la KS-entropie
relative de ϕ sachant π par

h(ϕ, µ, T | π) = sup{h(ξ, µ, T |π) ; ξ processus sur un alphabet fini ϕ-mesurable}.

Donnons le théorème suivant, qui prouve que les deux définitions ci-dessus
sont compatibles lorsqu’on prend ϕ = ξ. C’est une formulation, adaptée à l’en-
tropie relative, du théorème de Kolmogorov-Sinai.

Théorème 2.1. Soient π une application facteur, et ξ un processus stationnaire
sur (X,F , µ). On a

h(ξ, µ, T | π) = sup{h(η, µ, T |π) ; η processus sur un alphabet fini ξ-mesurable}.

Démonstration. Pour tout n ≥ 0, on introduit la variable aléatoire

ξ
(n)
0 =

n∨
i=−n

ξi et ξ(n) le processus associé.

On vérifie que h(ξ(n), µ, T |π) = h(ξ, µ, T | π), et on se donne un processus η
ξ-mesurable. Alors (1) et la monotonicité de l’entropie donnent

h(η, µ, T | π) ≤ h(ξ(n), µ, T |π) +H(η0 | ξ(n)
0 ) = h(ξ, µ, T |π) +H(η0 |

n∨
i=−n

ξi).

Et donc, grâce à (2), n→∞ donne

h(η, µ, T |π) ≤ h(ξ, µ, T |π),

car, η étant ξ-mesurable, H(η0 | ξ) = 0.
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Remarque 2.2. Si on prend ϕ = idX et π trivial, on retrouve la KS-entropie habi-
tuelle du système

h(µ, T ) := sup{h(ξ, µ, T ) ; ξ processus sur (X,µ, T )}.

Pour manipuler ce nouvel objet, il est utile d’avoir les résultats suivants, que
l’on peut voir comme des propriétés de continuité de la KS-entropie.

Lemme 2.2. Soit (Fk)k∈N une suite croissante de tribus T -invariantes, et notons
F∞ = σ((Fk)k≥0). Alors :

h(Fk, µ, T | π) −→
k→∞

h(F , µ, T |π).

Démonstration. Par définition, on a l’inégalité :

∀k, h(Fk | π) ≤ h(F∞ | π).

Montrons la réciproque : soit ξ0 un processus F∞-mesurable, à valeur dans 
l’ensemble fini {0, ..., p}.

La suite (E [ξ0|Fk])k est une martingale positive, donc elle converge p.s., et 
une application du théorème de convergence dominé nous donne une conver-
gence de cette suite dans L1(µ) vers ξ0. On pose alors

ηk0 :=

⌊
E [ξ0|Fk] +

1

2

⌋
,

et on remarque qu’en utilisant l’inégalité de Markov, on a

µ(ηk0 6= ξ0) = µ(|E [ξ0|Fk]− ξ0| ≥
1

2
)

≤ 2

∫
|E [ξ0|Fk]− ξ0| dµ −→

k→∞
0

Soit ε > 0. Par continuité, il existe δ > 0 tel que x ∈ [0, δ[ ∪ ]1 − δ] ⇒
x log(x) ≤ ε. On fixe ensuite k0 ∈ N tel que, pour tout k ≥ k0 et pour tout q, on
a : µ(ηk0 6= ξ0) ≤ µ(ξ0 = q) δ. On regarde alors le processus associé ηk.
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En utilisant la remarque 2.1, on a

h(ξ |π)− h(ηk | π) ≤ h(ξ ∨ ηk |π)− h(ηk | π)

= lim
1

n

[
H
(
ξ[0,n[ ∨ ηk[0,n[ |π

)
−H

(
ηk[0,n[ |π

)]
= lim

1

n
H
(
ξ[0,n[ | ηk[0,n[ ∨ π

)
≤ lim

1

n
H
(
ξ[0,n[ | ηk[0,n[

)
≤ H(ξ0 | ηk0)

=

p∑
q=0

µ(ξ0 = q)

p∑
q′=0

µ(ξ0=q)(η
k
0 = q′) log

(
µ(ξ0=q)(η

k
0 = q′)

)
.

Enfin, on voit que :

• ∀q 6= q′, µ(ξ0=q)(η
k
0 = q′) ≤ µ(ξ0 6=ηk0 )

µ(ξ0=q)
≤ δ

• ∀q ∈ {0, ..., p}, µ(ξ0=q)(η
k
0 = q) ≥ 1− µ({ξ0=q}∆{ηk0=q})

µ(ξ0=q)
≥ 1− δ.

Donc, on a
h(ξ |π)− h(ηk |π) ≤ (p+ 1)ε,

soit, pour tout k ≥ k0,

h(ξ |π) ≤ h(ηk | π) + (p+ 1)ε ≤ h(Fk |π) + (p+ 1)ε.

On obtient le résultat souhaité en faisant k →∞ puis ε→ 0.

On montre ensuite qu’une variante de (2) est aussi vraie pour la KS-entropie
relative.

Lemme 2.3. Soient ξ un processus, (Fk)k∈N une suite croissante de tribus T -
invariantes, et F∞ = σ((Fk)k≥0) :

h(ξ, µ, T | Fk) −→
k→∞

h(ξ, µ, T | F∞).

8



Démonstration. On va simplement utiliser (2) :

h(ξ, µ, T | F∞) = inf
n

1

n
Hµ

(
ξ[0,n[ | F∞

)
= inf

n

1

n
inf
k
Hµ

(
ξ[0,n[ | Fk

)
= inf

k
inf
n

1

n
Hµ

(
ξ[0,n[ | Fk

)
= inf

k
h(ξ, µ, T | Fk)

On reprend les résultats de [2, Section 10] en ajoutant les preuves, et celles-ci
proviennent en grande partie de [4]. On commence par le [2, Lemma 10.2] :

Lemme 2.4. Si π : X −→ BZ est un processus, alors

H
(
ξ[0,n[ | π[0,n[

)
≥ H

(
ξ[0,n[ | π

)
,

pour tout n, et on a

lim
n

1

n
H
(
ξ[0,n[ | π[0,n[

)
= h(ξ, µ, T | π).

Si π est une application facteur quelconque, alors

h(ξ, µ, T | π) = inf{h(ξ, µ, T | π′) ; π′ processus π-mesurable}.

Démonstration. Comme π[0,n[ et π-mesurable, on a

H
(
ξ[0,n[ |π[0,n[

)
≥ H

(
ξ[0,n[ | π

)
.

Soit m,n ∈ Z :

H
(
ξ[0,n+2m[ | π[0,n+2m[

)
≤ H

(
ξ[0,m[ |π[0,m[

)
+H

(
ξ[m,n+m[ |π[0,n+2m[

)
+H

(
ξ[n+m,n+2m[ |π[n+m,n+2m[

)
≤ 2H

(
ξ[0,m[ |π[0,m[

)
+H

(
ξ[0,n[ |π[−m,n+m[

)

9



Ainsi, pour tout m ∈ Z

lim
n

1

n
H
(
ξ[0,n[ |π[0,n[

)
= lim

n

1

n
H
(
ξ[0,n+2m[ |π[0,n+2m[

)
≤ inf

n

1

n
H
(
ξ[0,n[ | π[−m,n+m[

)
Finalement :

lim
n

1

n
H
(
ξ[0,n[ |π[0,n[

)
≤ inf

m
inf
n

1

n
H
(
ξ[0,n[ | π[−m,n+m[

)
= inf

n

1

n
inf
m
H
(
ξ[0,n[ |π[−m,n+m[

)
= inf

n

1

n
H
(
ξ[0,n[ |π

)
= h (ξ, µ, T | π) ,

l’avant dernière égalité découlant de (2).
Soit π une application facteur. Comme π est à valeurs dans un espace de Le-

besgue, σ(π) est engendrée par une famille dénombrable, et on peut donc construire
une suite de variables aléatoires à valeur dans des ensembles finis (πk0)k≥0 qui en-
gendre σ(π). Notons alors πk les processus associés :

πk :=
∞∨

n=−∞

πk0 ◦ T n.

Comme π engendre une tribu T -invariante, les processus {πk; k ≥ 0} sont π-
mesurables. De plus, ∀k ≥ 0, πk0 est πk-mesurable, donc σ({πk}k≥0) = σ(π). En
utilisant 2.3, il en découle

h(ξ, µ, T | π) = inf
k
h(ξ, µ, T |

k−1∨
l=0

πl)

≥ inf{h(ξ, µ, T | π′) ; π′ processus π-mesurable}.

Ensuite, [2, Lemma 10.3] donne un équivalent de (1) pour la KS-entropie re-
lative.

Lemme 2.5 (“Chain rule”). Pour des applications facteurs π, ϕ et ψ sur (X,µ, T ),
on a

h(ϕ ∨ ψ, µ, T |π) = h(ϕ, µ, T |π) + h(ψ, µ, T |ϕ ∨ π). (3)
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Démonstration. Soit π une application facteur.
Commençons par traiter le cas où ϕ et ψ sont des processus. On utilise le

lemme précédent et la remarque 2.1 :

h(ϕ ∨ ψ | π) = lim
1

n
H
(
ϕ[0,n[ ∨ ψ[0,n[ | π

)
= lim

1

n

[
H
(
ϕ[0,n[ |π

)
+H

(
ψ[0,n[ |ϕ[0,n[ ∨ π

)]
= h(ϕ | π) + h(ψ |ϕ ∨ π)

Cas général : Soientϕ etψ des applications facteurs quelconques. On construit
deux suites de processus (ϕk)k≥0 et (ψl)l≥0 qui engendrent σ(ϕ) et σ(ψ) respec-
tivement. Alors la suite (ϕ ∨ ψl)l≥0 engendre σ(ϕ ∨ ψ) et ensuite (ϕk ∨ ψl)k≥0

engendre σ(ϕ ∨ ψl). On peut donc appliquer le lemme 2.2 :

h(ϕ ∨ ψ |π) = lim
l→∞

h(ϕ ∨ ψl |π)

= lim
l→∞

lim
k→∞

h(ϕk ∨ ψl |π) = lim
l→∞

lim
k→∞

[h(ϕk |π) + h(ψl |ϕk ∨ π)]

= h(ϕ |π) + h(ψ |ϕ ∨ π)

où on utilise la remarque 2.3 et le fait que (ϕk ∨ π)k≥0 engendre σ(ϕ ∨ π).

2.1.3 Exemple : Schémas de Bernoulli

Soient A un ensemble fini ou dénombrable, et γ une mesure de probabilité sur
A. On veut calculer l’entropie du schéma de Bernoulli (AZ, C, γ⊗Z, TA). Notons
α le processus canonique donné par

αn : a ∈ AZ 7→ an ∈ A.

On remarque que l’on peut alors écrire le cylindre Cn
m(a) en fonction de α :

Cn
m(a) =

n⋂
i=m

{αi = ai},
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et donc α engendre la tribu cylindrique. Ainsi, le théorème 2.1 donne :

h(TA) := h(γ⊗Z, TA) = h(α, γ⊗Z, TA)

= lim
n−→∞

1

n
H(

n−1∨
i=0

αi) = lim
n−→∞

1

n

n−1∑
i=0

H(αi)

= H(α0) = −
∑
a∈A

γ(a) log(γ(a)).

On remarque que pour tout autre processus ξ sur un espace quelconque (Y, ν, S),
de même condition initiale que α (c’est-à-dire que la loi de ξ0 est γ), on a

h(ξ, ν, S) ≤ H(ξ0) = −
∑
a∈A

γ(a) log(γ(a)).

Les schémas de Bernoulli sont donc les processus les plus aléatoires, car ce sont
ceux qui ont la plus grande entropie.

2.2 Divergence de Kullback-Leibler

On introduit un nouvel opérateur provenant aussi de la théorie de l’informa-
tion : la divergence de Kullback-Leibler ou KL-divergence, qui sert à comparer
deux mesures.

Définition 2.1. Soit (X,F) un espace mesurable, et µ et ν deux mesures de pro-
babilité sur X . La divergence de Kullback-Leibler de ν par rapport à µ est +∞ si
ν n’est pas absolument continue par rapport à µ, et si ν � µ elle est donnée par
la formule :

D(ν ‖µ) =

∫
log

(
dν

dµ

)
dν =

∫
log

(
dν

dµ

)
dν

dµ
dµ.

Remarques. Comme la fonction x 7→ x log(x) est convexe, l’inégalité de Jensen
donne

D(ν ‖µ) =

∫
log

(
dν

dµ

)
dν

dµ
dµ ≥

∫
dν

dµ
dµ log

(∫
dν

dµ
dµ

)
= 0.

On voit que D(ν ‖µ) = 0 ⇔ µ = ν. Clairement, si ν = µ alors dνdµ = 1
et donc D(ν ‖µ) = 0. Réciproquement, si D(ν ‖µ) = 0, alors ν � µ et on a
∀x, dν

dµ
(x) ∈ {0, 1}, donc on peut écrire ν = 1Aµ, mais ν(X) = 1, donc µ(A) = 1,
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et donc ν = µ. Malgré cela, la KL-divergence n’est pas une distance car elle n’est
pas symétrique. De plus, elle ne vérifie pas l’inégalité triangulaire.

En théorie de l’information la KL-divergence est souvent appelée entropy re-
lative mais nous n’utiliserons pas ce nom ici pour éviter la confusion. Cependant,
il y a un lien entre la KL-divergence et l’entropie, comme le montre [2, Lemma
2.2]. Ce résultat permet de donner un sens qualitatif à cet opérateur.

La propriété élémentaire par laquelle nous commençons est une forme de
“chain rule” adaptée à la KL-divergence.

Lemme 2.6 (“Chain rule”). Soient K et L deux espaces métriques compacts, et
λ, λ′ ∈ Prob(K × L). Notons λK (et λ′k) la marginale selon la première variable
et x 7→ λL,x (et x 7→ λ′L,x) une loi conditionnelle de λ (ou λ′) sachant la première
variable. Alors :

D(λ ‖λ′) = D(λK ‖λ′K) +

∫
K

D(λL,x ‖λ′L,x) dλK .

Démonstration. Supposons que λ est absolument continue par rapport à λ′. On
voit facilement que λK � λ′K . Traitons ensuite le cas des mesures condition-
nelles : soient g une fonction continue sur L et f une fonction continue sur K,
et on remarque que 1

dλK
dλ′
K

est bien définie λK-p.s. car λK(dλK
dλ′K

= 0) = 0. On peut

donc faire le calcul suivant :∫
K

f(x)

[∫
L

g(y)dλL,x(y)

]
dλK(x) =

∫
K×L

fg dλ =

∫
K×L

fg
dλ

dλ′
dλ′

=

∫
K

f(x)

[∫
L

g(y)
dλ

dλ′
(x, y)dλ′L,x(y)

]
1

dλK
dλ′K

(x)
dλK(x)

On a donc montré que, pour tout g continue sur L, on a, pour λK-presque tout x :∫
L

g(y)dλL,x(y) =
1

dλK
dλ′K

(x)

∫
L

g(y)
dλ

dλ′
(x, y)dλ′L,x(y).

En utilisant la séparabilité de l’espace des fonctions continues sur L, on obtient,
pour λK-presque tout x :

dλL,x =
1

dλK
dλ′K

(x)

dλ

dλ′
(x, ·)dλ′L,x,

13



ce qui prouve que λL,x � λ′L,x et on obtient la formule naturelle :

dλ

dλ′
(x, y) =

dλL,x
dλ′L,x

(y)
dλK
dλ′K

(x) pour λ presque tout x, y.

On peut désormais obtenir le résultat souhaité

D(λ ‖λ′) =

∫
log

(
dλ

dλ′

)
dλ

=

∫
K

[∫
L

log

(
dλL,x
dλ′L,x

(y)
dλK
dλ′K

(x)

)
dλL,x(y)

]
dλK(x)

=

∫
K

log

(
dλK
dλ′K

(x)

)
dλK(x) +

∫
K

[∫
L

log

(
dλL,x
dλ′L,x

(y)

)
dλL,x(y)

]
dλK(x)

= D(λK ‖λ′K) +

∫
K

D(λL,x ‖λ′L,x) dλK .

Si λ n’est pas absolument continue par rapport a λ′, alors le terme de gauche
est infini. Si le terme de droite est fini, on a alors D(λK ‖λ′K) < ∞ et pour λK-
presque x, on a D(λL,x ‖λ′L,x) <∞, ce qui implique :

λK � λ′K et λL,x � λ′L,x pour λK-presque tout x.

On conclue avec un calcul comme ci-dessus : soit f une fonction continue sur
K × L ∫

fdλ =

∫
K

[∫
L

f(x, y)dλL,x

]
dλK

=

∫
K

[∫
L

f(x, y)
dλL,x
dλ′L,x

(y)dλ′L,x(y)

]
dλK
dλ′K

(x)dλ′K(x)

=

∫
f(x, y)

dλL,x
dλ′L,x

(y)
dλK
dλ′K

(x)dλ′(x, y).

Mais alors λ� λ′ : absurde. Donc le terme de gauche est aussi infini et la formule
est vraie.

Corollaire 2.6.1. Soit λ• un noyau de mesures deK dans L et µ et ν deux mesures
sur K. On a l’inégalité :

D

(∫
K

λxdν(x) ‖
∫
K

λxdµ(x)

)
≤ D(ν ‖µ).
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Démonstration. On pose θ = ν n λ• et θ′ = µn λ•, ce qui définit deux mesures
sur K × L. Leurs marginales sont :

θK = ν et θ′K = µ,

et
θL =

∫
K

λxdν(x) et θ′L =

∫
K

λ′xdµ(x).

On a aussi les mesures conditionnelles sachant la première variable

x 7→ θL,x = λx et x 7→ θ′L,x = λx.

On applique alors deux fois notre lemme :

D(θ ‖ θ′) = D(ν ‖µ) +

∫
K

D(λx ‖λx) dν(x) = D(ν ‖µ),

et

D(θ ‖ θ′) = D

(∫
K

λxdν(x) ‖
∫
K

λxdµ(x)

)
+

∫
L

D(θK,y ‖ θ′K,y)dθL(y)

≥ D

(∫
K

λxdν(x) ‖
∫
K

λxdµ(x)

)
.

3 Théorie d’Ornstein relative
Rappelons que l’on appelle processus stationnaire la donnée d’un 5-uplet (X,F , µ, T, ξ).

On dit qu’un processus est générateur s’il vérifie la condition :

F =
+∞∨

n=−∞

ξn = σ(ξ). (4)

Cette condition implique l’isomorphisme

(X,F , µ, T ) ∼= (AZ, C, ξ∗µ, TA), (5)

mais on gardera la vision abstraite de ξ donnée précédemment car elle est très
fructueuse. Par abus de notation, on désignera souvent un processus simplement
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par (T, ξ) et l’espace sur lequel T agit sera implicite. Enfin, dans cette partie, les
processus seront à valeurs entières et prendront un nombre fini de valeurs, c’est-
à-dire que l’alphabet A sera de la forme {1, ..., k} pour k ∈ N.

Dans ce contexte, on a une nouvelle vision des schémas de Bernoulli : l’iso-
morphisme (5) nous montre qu’un système (X,µ, T ) est isomorphe à un schéma
de Bernoulli si et seulement s’il existe un processus ξ sur X générateur tel que les
variables aléatoires {ξn}n∈Z sont deux-à-deux indépendantes.

3.1 Notations

Introduisons d’abord les notations nécessaires. On a choisi de regarder des
processus à valeurs entières, donc on en fera autant pour toutes les variables aléa-
toires que l’on considérera : une variable aléatoire sera donc une variable aléatoire
ξ0 à valeur dans [k] = {1, ..., k}, k ∈ N. On notera d(ξ0) la loi de ξ0, qui est sim-
plement un vecteur de Rk. On a donc une distance entre les lois

|d(ξ0)− d(η0)| =
k∑
j=1

|µ({ξ0 = j})− ν({η0 = j})|,

où ξ0 et η0 sont deux variables à valeurs dans [k]. On remarque qu’elles ne sont
pas nécessairement définies sur le même espace. Si, de plus elles sont définies sur
le même espace, on a une distance plus fine entre ξ0 et η0 donnée par

|ξ0 − η0| = µ({ξ0 6= η0}).

On a toujours
|d(ξ0)− d(η0)| ≤ 2|ξ0 − η0|.

On notera, pour ε > 0, ξ0 4ε η0 s’il existe ξ′0 telle que |ξ0 − ξ′0| ≤ ε, et ξ′0 4 η0.
On pourra utiliser les mêmes notations dans le cas où η0 est remplacée par une
tribu.

Soit F ⊂ X mesurable. On note ξ0 F la restriction de ξ0 à F . La loi de ξ0 F

est alors

d(ξ0 F ) = (µF ({ξ0 = 1}), ..., µF ({ξ0 = k})) =

(
µ({ξ0 = 1} ∩ F )

µ(F )
, ...,

µ({ξ0 = k} ∩ F )

µ(F )

)
.

Si ξ est un processus, on appellera, pour x ∈ X , ξ-nom de x la suite bi-
infinie (ξn(x))n∈Z, et pour n ≥ 0 fixé, on appellera (ξ, n)-nom de x le suite finie
(ξj(x))0≤j≤n−1.
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On dira que deux processus (T, ξ) et (S, ζ) sont isomorphes, et notera (T, ξ) ∼
(S, ζ), si pour tout n ≥ 0, on a

d(ξ[0,n[) = d(ζ[0,n[).

3.2 Distance entre deux processus

Soient (T, ξ) et (S, ζ) deux processus engendrés par (X,µ, T ) et (Y, ν, S) res-
pectivement, ainsi que π et π′ tels que (T, π) ∼ (S, π′). On souhaite définir une
distance qui permet de comparer ces deux processus relativement à π et π′. Pour
cela, on se fixe un espace de Lebesgue (Z, λ) et on regarde les ensembles de bi-
jections suivants :

EX = {ϕ : X −→ Z ; ϕ bijection telle que ϕ∗µ = λ},

et
EY = {ψ : Y −→ Z ; ψ bijection telle que ψ∗ν = λ}.

On ajoute ensuite une condition associée à π et π′ :

En = {ϕ ∈ EX , ψ ∈ EY |ϕ∗π[0,n[ = ψ∗π
′
[0,n[ mod 0}.

On peut alors définir la “distance relative” suivante :

d̄((T, ξ), (S, ζ) |π, π′) := sup
n∈N

inf
(ϕ,ψ)∈En

1

n

n−1∑
j=0

|ϕ∗ξj − ψ∗ζj|,

où ϕ∗f est le “poussé en avant” de f par ϕ : ϕ∗f = f ◦ ϕ−1. On remarquera que
En est non vide grâce à l’hypothèse d’isomorphisme entre π et π′.

Dans la théorie d’Ornstein, la distance d̄ s’avère très pratique. Cependant, ce
n’est pas celle utilisée par Austin dans son article. Pour que les résultats présentés
dans cette partie puissent être appliqués, il faut vérifier que les deux notions sont
équivalentes. Soient (X,µ, T, ξ) et (Y, ν, T, ζ) deux processus. On définit alors la
distance d̄1 par la formule

d̄1((T, ξ), (S, ζ)) := d̄((π ∨ ξ)∗µ, (π′ ∨ ζ)∗ν | β),

où d̄ est la distance qu’Austin utilise dans son article ([2, Definition 11.1]). La
discussion ci-dessous permet d’obtenir le résultat énoncé par Austin ([2, Theorem
11.5]) à partir du corollaire démontré dans la suite de cette section (Corollaire
3.3.1).

Vérifions que cette nouvelle nouvelle définition nous définit bien le même
objet :
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Lemme 3.1. d̄ = d̄1.

Démonstration. Cette démonstration est inspirée du travail d’Ornstein ([5, Ap-
pendix C]) car la définition qu’il donne de d̄ se rapproche de la notre. Avant de
commencer la preuve, on voit que l’on peut supposer que π ∨ ξ et π′ ∨ ζ sont
générateurs. De plus, on se donne k, r ≥ 1 tels que ξ et ζ soient à valeurs dans [k]
et π et π′ à valeurs dans [r].

• d̄ ≤ d̄1 :

Pour les définitions utilisées dans la suite, on se réfère à [2, Section]. Soit λ un
élément de Join(ξ∗µ, ζ∗ν | π∗µ). Par définition de λ, (Z, λ,R) = ([r]Z × [k]Z ×
[k]Z, λ, T[r]×[k]×[k]) est un système dynamique. Sur Z, on a alors les processus π̃,
ξ̃ et ζ̃ (obtenus par projection sur chaque coordonnée), tels que π̃ ∨ ξ̃ et π̃ ∨ ζ̃ ont
les mêmes lois que π ∨ ξ et π′ ∨ ζ . Donc, pour tout n, on peut utiliser le lemme
4.1 pour construire des bijections ϕn : X −→ Z et ψn : Y −→ Z qui préservent
la mesure et qui envoient

(π ∨ ξ)[0,n[ sur (π̃ ∨ ξ̃)[0,n[, et (π′ ∨ ζ)[0,n[ sur (π̃ ∨ ζ̃)[0,n[.

Alors (ϕn, ψn) ∈ En. Finalement, on obtient :

1

n

n−1∑
l=0

|ϕn∗ξl − ψn∗ζl| =
1

n

n−1∑
l=0

|ξ̃l − ζ̃l|

=
1

n

n−1∑
l=0

|ξ̃0 ◦Rl − ζ̃0 ◦Rl|

=
1

n

n−1∑
l=0

|ξ̃0 − ζ̃0|

= λ
(
ξ̃0(i, j, j′) 6= ζ̃0(i, j, j′)

)
= λ

(
{(i, j, j′) | j0 6= j′0}

)
.

Donc
d̄((T, ξ), (S, ζ)) ≤ λ

(
{(i, j, j′) | j0 6= j′0}

)
.

Comme λ était un élément de Join(ξ∗µ, ζ∗ν |π∗µ) quelconque, on a

d̄((T, ξ), (S, ζ) | π, π′) ≤ d̄1((T, ξ), (S, ζ) |π, π′).

• d̄ ≥ d̄1 :
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On va devoir construire un couplage relatif de ξ et ζ , et pour cela, on va construire
un processus sur l’alphabet A = [r] × [k] × [k], c’est-à-dire, concrètement que
l’on doit construire une mesure invariante par translation sur AZ.

On rappelle la définition des cylindres : pour a ∈ An−m+1 :

Cn
m(a) = {x ∈ AZ|(xk)nk=m = a},

et les tribus associées :

Cnm = σ
(
Cn
m(a); a ∈ An−m+1

)
.

Et, par définition, la tribu cylindrique est C = σ
(
Cnm;m,n ∈ Z

)
.

Soit (εn)n≥0 qui tend vers 0 et pour tout n, fixons deux bijections ϕn : X −→
Z et ψn : Y −→ Z telles que

1

n

n−1∑
l=0

|ϕn∗ξl − ψn∗ζl| ≤ d̄((T, ξ), (S, ζ) | π, π′) + εn. (6)

A chaque suite finie a ∈ An, il correspond un unique atome de

(ϕn∗π ∨ ϕn∗ξ ∨ ψn∗ζ)[0,n[,

et on en déduit donc une mesure γ̃n sur Cn−1
0 . On va la modifier un peu comme

suit : pour r < n, on définit sur Cr−1
0 :

γrn
(
(a0, ..., ar−1)

)
=

1

n− r

n−r−1∑
l=0

γ̃n
(
T−lA (a0, ..., ar−1)

)
, (7)

qui est bien défini car T−lA (Cr−1
0 ) = Cl+r−1

l ⊂ Cn−1
0 .

On utilise l’argument diagonal de Cantor : comme l’espace des mesures sur
AZ est compact pour la topologie faible, il existe une extractrice α0 et une mesure
γ0
∞ telles que

γ0
α0(n) ⇀ γ0

∞.

Ensuite, on itère pour construire deux suites (αr)r≥0 et (γr∞)r≥0 telles que

γrα0◦···◦αr(n) ⇀ γr∞.

On définit alors α via : α(n) = α0 ◦ · · · ◦ αn(n) et alors, pour tout r ≥ 0, on a

γrα(n) ⇀ γr∞.

19



Pour tout r, γr∞ est définie sur Cr−1
0 , et donc T lA∗γ

r
∞ est une mesure définit sur

Cr+l−1
l . Pour appliquer le théorème d’extension de Kolmogorov, il faut vérifier que

ces mesures sont compatibles. Or, on voit en utilisant (7) que γr+1
∞
(
(a0, ..., ar−1)

)
=

γr∞
(
(a0, ..., ar−1)

)
. Soit γ l’unique extension ainsi obtenue. Elle est clairement in-

variante par TA. Enfin, on utilise (7) et (6) pour voir que

γ
(
{(in, jn, j′n)n∈Z ∈ AZ | j0 6= j′0}

)
= γ0

∞({j 6= j′})

= lim
n−→∞

1

α(n)

α(n)−1∑
l=0

γ̃α(n)

(
T−lA ({j 6= j′})

)
= lim

n−→∞

1

α(n)

α(n)−1∑
l=0

|ϕα(n)∗ξl − ψα(n)∗ζl|

≤ d̄((T, ξ), (S, ζ))

Or, on a construit γ de sorte que γ ∈ Join(ξ∗µ, ζ∗ν |π∗µ). Donc

d̄1((T, ξ), (S, ζ) | π, π′) ≤ d̄((T, ξ), (S, ζ) |π, π′).

3.3 Processus relativement finiment déterminés

Équipés de cette distance, on peut introduire le concept central de cette partie :

Définition 3.1. Soit (Y, ν, S) un système ergodique. Un processus (S, ζ) est rela-
tivement finiment déterminé par rapport à un processus (S, π) si pour tout ε > 0,
il existe δ > 0 et n1 ≥ 0, tels que, pour tout système ergodique (X,µ, T ) muni de
ξ et π′ tels que (T, π′) ∼ (S, π) et vérifiant

(i) |d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ δ

(ii) |h(π′ ∨ ξ, µ, T )− h(π ∨ ζ, ν, S)| ≤ δ,

on a : d̄((T, ξ), (S, ζ) |π′, π) ≤ ε.

On dit que le système (Y, ν, S) est relativement finiment déterminé par rapport
à π s’il existe ζ sur Y tel que π ∨ ζ est générateur et ζ est relativement finiment
déterminé par rapport à π.
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On remarque que, grâce au lemme 3.1, cette définition équivaut à [2, Definition
11.3].

Le théorème que l’on va vouloir prouver est

Théorème 3.2. Soient (X,µ, T ) et (Y, ν, S) deux systèmes ergodiques munis de
processus ξ, π′ et ζ, π tels que (T, π′) ∼ (S, π) et π′ ∨ ξ, π ∨ ζ sont générateurs et
ξ (resp. ζ) est relativement finiment déterminé par rapport à π′ (resp. π).

Si h(π′ ∨ ξ, T ) = h(π ∨ ζ, S), alors (X,µ, T ) et (Y, ν, S) sont isomorphes.
Plus précisément, il existe ζ∗ sur X tel que (T, π′ ∨ ζ∗) ∼ (S, π ∨ ζ) et π′ ∨ ζ∗ est
générateur.

Théorème 3.3. Soit (X,µ, T ) un système ergodique muni d’un processus π. Si
(X,µ, T ) est relativement Bernoulli par rapport à π, alors (X,µ, T ) est relative-
ment finiment déterminé par rapport à π.

Ces deux théorèmes donnent alors une caractérisation des systèmes relative-
ment Bernoulli. En effet, en combinant ces deux théorèmes, on obtient le réci-
proque du théorème 3.3

Corollaire 3.3.1. Si (X,µ, T ) est relativement finiment déterminé par rapport à
π, alors (X,µ, T ) est relativement Bernoulli par rapport à π.

Ce corollaire nous donne alors [2, Theorem 11.5].
Donnons ici une preuve du théorème 3.3. Pour cela on introduit le définition

suivante :

Définition 3.2. Soient deux variables aléatoires α et β à valeurs dans A et B
respectivement. On dit que α est ε-indépendante de β s’il existe E ⊂ B tel que

µ(β ∈ E) ≥ 1− ε et ∀b ∈ E , |d(α {β=b})− d(α)| ≤ ε.

Un processus ξ est ε-indépendant si pour tout n ∈ N, ξn est ε-indépendant de
ξ[0,n[.

L’intérêt de cette nouvelle notion est donnée par le lemme suivant :

Lemme 3.4. Soit ε > 0. Soient (T, π′ ∨ ξ) et (S, π ∨ ζ) deux processus tels que

(i) ζ est un processus indépendant et ζ et π sont indépendants,

(ii) pour tout n ∈ N, ξn est ε-indépendant de (π′ ∨ ξ)[0,n[,
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(iii) et |d(ξ0)− d(ζ0)| < ε.

Alors : d̄((T, ξ), (S, ζ) |π′, π) ≤ 2ε.

Démonstration. Soit k ≥ 1 tel que ξ0 et ζ0 sont à valeurs dans [k]. Pour n ∈ N,
notons

d̄n(ξ[0,n[, ζ[0,n[ |π′, π) := inf
(ϕ,ψ)∈En

1

n

n−1∑
j=0

|ϕ∗ξj − ψ∗ζj|.

Il suffit lors de majorer strictement d̄n par 2ε, pour chaque n. Par un découpage
judicieux de Z et le lemme 4.1, on obtient l’affirmation suivante :

Affirmation 3.4.1. Si α et β sont deux variables aléatoire sur X et Y respective-
ment, il existe ϕ ∈ EX et ψ ∈ EY telles que |ϕ∗α− ψ∗β| = |d(α)−d(β)|

2
.

En utilisant (iii), l’affirmation donne le résultat pour n = 1. Soit n ≥ 1, et
supposons la majoration de d̄n vraie, et montrons qu’elle est vraie pour n+ 1. On
prend alors (ϕn, ψn) ∈ En telles que

1

n

n−1∑
j=0

|ϕn∗ξj − ψn∗ζj| < 2ε (8)

Construisons maintenant ϕn+1 et ψn+1 telles que (8) soit encore valable au rang
n+ 1. Par l’hypothèse (ii), on peut fixer En ⊂ ([r]× [k])n tel que

µ((π′ ∨ ξ)[0,n[ ∈ En) ≥ 1− ε

et
∀i ∈ En, |d(ξn {(π′∨ξ)[0,n[=i})− d(ξn)| ≤ ε.

En combinant cela avec les hypothèses (i) et (iii), on obtient

∀ i ∈ ([r]× [k])n, i′ ∈ En, |d(ξn {(π′∨ξ)[0,n[=i})− d(ζn {(π∨ζ)[0,n[=i′})| ≤ 2ε.

Fixons i ∈ ([r]× [k])n et i′ ∈ En, et notons

Zi,i′ = {ϕn∗((π′ ∨ ξ)[0,n[) = i} ∩ {ψn∗((π ∨ ζ)[0,n[) = i′}

ainsi que
Xi,i′ = ϕ−1

n Zi,i′ et Yi,i′ = ψ−1
n Zi,i′ .
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L’affirmation (3.4.1) énoncé ci-dessus appliqué à (π′ ∨ ξ)[0,n[ et (π ∨ ζ)[0,n[ nous
donne ϕn+1 Xi,i′

: Xi,i′ −→ Zi,i′ et ψn+1 Yi,i′
: Yi,i′ −→ Zi,i′ qui préservent la

mesure et telles que

|(ϕn+1)∗(ξn {(π′∨ξ)[0,n[=i})− (ψn+1)∗(ζn {(π∨ζ)[0,n[=i′})| =
|d(ξn {(π′∨ξ)[0,n[=i})− d(ζn {(π∨ζ)[0,n[=i′})|

2
≤ ε.

On étend ensuite ϕn+1 et ψn+1 au cas i′ /∈ En en des bijections préservant la me-
sure en s’assurant que (ϕn+1, ψn+1) ∈ En+1 (grâce au lemme 4.1). Cette construc-
tion donne alors :

|ϕn+1∗ξn − ψn∗ζn| =
∑

i,i′∈[k]n

λ(Zi,i′) |(ϕn+1)∗(ξn {(π′∨ξ)[0,n[=i})− (ψn+1)∗(ζn {(π∨ζ)[0,n[=i′})|

≤
∑

i∈[k]n,i′∈En

λ(Zi,i′) |(ϕn+1)∗(ξn {(π′∨ξ)[0,n[=i})− (ψn+1)∗(ζn {(π∨ζ)[0,n[=i′})|+ ε

≤ 2ε.

De plus, comme on observe que Xi,i′ ⊂ {(π′∨ξ)[0,n[ = i} et Yi,i′ ⊂ {(π∨ζ)[0,n[ =
i′}, pour tout l ≤ n− 1, on a

ϕn+1∗ξl = ϕn∗ξl et ψn+1∗ζl = ψn∗ζl.

Finalement, en utilisant ces résultats et (8), on a

1

n+ 1

n∑
j=0

|ϕn+1∗ξj − ψn+1∗ζj| =
n

n+ 1

1

n

n−1∑
j=0

|ϕn∗ξj − ψn∗ζj|+
1

n+ 1
|ϕn+1∗ξn − ψn∗ζn|

< 2ε.

Donc, pour tout n, on a

d̄n+1(ξ[0,n+1[, ζ[0,n+1[ |π′, π) < 2ε,

et donc
d̄((T, ξ), (S, ζ) |π′, π) ≤ 2ε.

Complétons ce lemme avec le résultat suivant, qui établit le lien entre l’entro-
pie et l’ε-indépendance d’un processus.

23



Lemme 3.5. Pour tout ε > 0 et k ≥, il existe δ > 0 tel que, si α est une variable
aléatoire à valeurs dans [k] et H(α | β) ≥ H(α) − δ, alors α est ε-indépendant
de β.

Démonstration. Soient ε > 0 et k ≥ 1. Notons A l’ensemble des couples (α, β)
tels que α est à valeurs dans [k] et n’est pas ε-indépendante de β. On va vouloir
alors minorer H(α)−H(α | β) sur A. Montrons que l’on peut se ramener au cas
où β est à valeurs dans {0, 1} : notons E l’ensemble des entiers i tels que

|d(α {β=i} − d(α)| > ε.

Par hypothèse, µ(β ∈ E) > ε, donc∑
i∈E

µ(β = i) |d(α {β=i})− d(α)| > ε2.

Par le principe des tiroirs, on peut choisir j ∈ [k] tel que∑
i∈E

µ(β = i) |µ {β=i}(α = j)− µ(α = j)| > ε2

k
,

puis E ′ ⊂ E tel que∣∣∣∣∣∑
i∈E ′

µ(β = i)
(
µ {β=i}(α = j)− µ(α = j)

)∣∣∣∣∣ > ε2

2k
.

Enfin, on pose ρ(β) = 1β∈E ′ 4 β, et on a

H(α)−H(α | β) ≥ H(α)−H(α | ρ(β)).

De plus, les estimations précédentes donnent :

µ(ρ = 0) ≥ ε, µ(ρ = 1) ≥ ε2

2k
, et |d(α ρ=1)− d(α)| ≥ ε2

2k
. (9)

Or, on peut voirH(α)−H(α | ρ) comme une fonction continue de d(α∨ρ), et (9)
montre qu’il existe une partie compacte K de R2k sur laquelle H(α) − H(α | ρ)
ne s’annule pas, et pour tout α, β ∈ A, d(α ∨ ρ(β)) ∈ K.

Il existe alors δ > 0 tel que, pour tout α, β ∈ A, H(α)−H(α | β) ≥ δ.
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Démonstration du théorème 3.3. Soient (S, ζ) processus indépendant et π indé-
pendant de ζ . Soit ε > 0. Prenons un processus (T, ξ) à valeurs dans [k] et π′ tel
que (T, π′) ∼ (S, π), vérifiant

(i) |d((π′ ∨ ξ)0)− d((π ∨ ζ)0)| ≤ δ

(ii) |h(π′ ∨ ξ, T )− h(π ∨ ζ, S)| ≤ δ,

pour δ > 0 à fixer plus tard. Soit δ′ > 0 donné par le lemme 3.5. Par (i), en prenant
δ assez petit, on a |H(ξ0)−H(ζ0)| ≤ δ′

2
, et alors, pour tout n ≥ 0

H(ξn | (π′ ∨ ξ)[0,n[) = H(ξ0 | (π′ ∨ ξ)[−n,0[)

≥ h(ξ, T | π′) ≥ h(ζ, S |π)− δ par (ii)

= H(ζ0)− δ ≥ H(ξ0)− δ′

2
− δ

≥ H(ξn)− δ′,

si on prend δ ≤ δ′

2
. Et donc, par le lemme 3.5, ξn est ε-indépendante de (π′∨ξ)[0,n[.

Enfin, si δ ≤ ε, le lemme 3.4 et (i) nous donnent : d̄((T, ξ), (S, ζ)) ≤ 2ε. Quitte à
remplacer ε par ε

2
, on a montré que (S, ζ) est finiment déterminé.

Remarque 3.1. On voit dans la preuve ci-dessus que, pour les systèmes relative-
ment Bernoulli, l’entier n1 qui apparaît dans la définition 3.1 vaut 1.

3.4 Gadgets

Dans cette section, nous allons introduire un nouvel objet : les gadgets. Com-
mençons par mentionner un théorème, dû à Rohlin.

Théorème 3.6. Soit (X,µ, T ) un système ergodique et ξ0 une variable aléatoire.
Pour tout ε > 0 et pour tout n ∈ N, il existe un ensemble F tel que les ensembles
T jF , 0 ≤ j ≤ n − 1, sont deux-à-deux disjoints, µ

(⋃n−1
j=0 T

jF
)
≥ 1 − ε, et

d(ξ0 F ) = d(ξ0).

On se fixe alors un ensemble F donné par le théorème. On appellera alors
{F, TF, ..., T n−1F} une pile, et F la base de la pile. Chaque ensemble T jF est
appelé “étage” de la pile.
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Définition 3.3. Un gadget est un quadruplet (T, F, n, ξ0), où T est une transfor-
mation ergodique, F est la base d’une pile de hauteur n et ξ0 est une variable
aléatoire définie sur la pile.

Tâchons de donner une meilleure compréhension de la structure des gadgets.
Sur les n − 1 premiers étages de la pile, l’action de T est très simple : lorsque
l’on applique T , on passe à l’étage supérieur. Mais le gadget ne donne aucune
information sur l’action de T sur le dernier étage T n−1F et sur le complémentaire
de la pile. Pour cette raison, dans cette partie, on ne s’intéressera pas au processus
complet associé à ξ0, car, pour x ∈ F , la suite (T j(x))j∈Z sort de la pile. On va
donc se contenter de l’information donnée par les valeurs prises par ξ0 sur la pile :
pour chaque j ≤ n−1, on regarde la restriction de ξ0 à l’étage T jF de la pile, puis
on applique T pour obtenir une variable sur F : ξ0 T jF ◦ T j . Ainsi, la structure du
gadget est contenu dans la variable

∨n−1
j=0 ξ0 T jF ◦ T j . Mais on voit que

n−1∨
j=0

ξ0 T jF ◦ T j =
n−1∨
j=0

ξj F =

(
n−1∨
j=0

ξ0

)
F

= ξ[0,n[ F
.

Ainsi, connaître la structure du gadget revient à connaître les (ξ, n)-noms des
éléments de F . On obtient alors une partition de F composée d’atomes de la
forme A = {ξ[0,n[ F

= i}, avec i ∈ [k]n. Pour chaque A de cette forme, la
pile associée CA = {A, TA, ..., T n−1A} est appelée une colonne du gadget. Par
exemple, dans la figure ci-dessous, qui donne une représentation visuelle du gad-
get, A = {ξ[0,5] F

= (0, 1, 1, 1, 0, 1)}, et la colonne associée est au dessus de A
(délimitée par les pointillés verticaux).
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On voit que, une fois les colonnes construite, on obtient l’injection suivante,
en leur associant leurs (ξ, n)-noms :

Φ : Ens. des colonnes −→ [k]n

CA 7−→ (ξ0(A), ξ0(TA), ..., ξ0(T n−1A))

Réciproquement, si on se donne un gadget, un ensemble de colonnes C, l ≥ 1 
et une injection quelconque :

Ψ : Ens. des colonnes −→ [l]n,

alors on peut trouver une nouvelle variable aléatoire ζ à valeurs dans [l] qui en-
gendre les mêmes colonnes et telle que Ψ donne le (ζ, n)-nom des colonnes. Pour 
cela, il suffit de voir que, comme Ψ associe une suite de n éléments à chaque co-
lonne, elle associe à chaque étage de la colonne un élément de [l]. Appelons cela 
“l’étiquette” de l’étage. On peut ensuite définir ζ  via :

{ζ = i} =
⋃
C∈C

{étages de C dont l’étiquette est i}

Ainsi, plusieurs variables aléatoires différentes peuvent donner les mêmes co-
lonnes, mais il y a certaines contraintes. Le lemme suivant en donne une :

Lemme 3.7. Supposons que (T, F, n, ξ0) et (T, F, n, ζ0) ont les mêmes colonnes.
Posons G =

⋃n−1
j=0 T

jF et ρ = 1F G. Alors :

ξ0 G 4

(
n−1∨

j=−(n−1)

(ζ0 ∨ ρ) ◦ T j
)

G

Intéressons nous à la notion d’isomorphisme de gadgets : on a vu que la struc-
ture du gadget était contenue dans la variable aléatoire ξ[0,n[ F

, donc on dit que
deux gadgets (T, F, n, ξ0) et (S,E, n, ζ0) sont isomorphes s’ils vérifient :

d(ξ[0,n[ F
) = d(ζ[0,n[ E

).

Remarque 3.2. Grâce au lemme 4.1, on voit que (T, F, n, ξ0) et (S,E, n, ζ0) sont
isomorphe si et seulement s’il existe une bijection ϕ : F −→ E telle que νF =
ϕ∗(µF ) et ξ[0,n[ F

= ζ[0,n[ E
◦ ϕ.
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Remarque 3.3. On a vu que sur un gadget, on ne peut pas calculer tout le proces-
sus associé à une v.a.. Cependant, si une variable aléatoire ξ0 est définie sur tout
l’espace, le processus ξ est bien défini, et par abus de notation, on notera parfois
le gadget (T, F, n, ξ) (au lieu de (T, F, n, ξ0)).

Lemme 3.8. Soit (T, F, n, ξ0) un gadget et (Y, ν, S) un système ergodique. Pour
tout ε > 0, il existe E ⊂ Y mesurable et une variable aléatoire ζ0 tels que
(S,E, n, ζ0) est isomorphe à (T, F, n, ξ0), et ν(

⋃n−1
j=0 S

jE) ≥ 0.

Ce lemme nous montre que la donnée d’un gadget donne très peu d’informa-
tion sur le système sous-jacent. En revanche, l’extension suivante s’avérera très
intéressante :

Lemme 3.9. Supposons que (T, F, n, ξ0) et (S,E, n, ζ0) sont isomorphes. Soit ξ′0
une variable aléatoire sur

⋃n−1
j=0 T

jF . Alors, il existe une variable aléatoire ζ ′0 sur⋃n−1
j=0 S

jE telle que (T, F, n, ξ0 ∨ ξ′0) et (S,E, n, ζ0 ∨ ζ ′0) sont isomorphes.

Comme pour les processus, on veut être en mesure de comparer deux diffé-
rents gadgets, et va donc construire une distance sur l’ensemble des gadgets. On
se fixe n et on prend deux gadgets de taille n : (T, F, n, ξ0) et (S,E, n, ζ0). Notons
G =

⋃n−1
j=0 et introduisons

H = {ζ ′0 v. a. sur G | (T, F, n, ζ ′0) ∼= (S,E, n, ζ0)}.

On définit alors

d̄
(
(T, F, n, ξ0), (S,E, n, ζ0)

)
: = inf

ζ′∈H

1

n

n−1∑
j=0

|ξ0 T jF − ζ ′0 T jF |

= inf
ζ′∈H

1

n

n−1∑
j=0

|ξj F − ζ
′
j F
|.

Le lemme suivant nous dit ce qu’il se passe lorsque cette distance est petite :

Lemme 3.10. Soit E l’ensemble des points de F dont le (ξ, n)-nom et le (ζ, n)-
nom diffèrent à au moins nε endroits. Si (T, F, n, ξ0) et (T, F, n, ζ0) vérifient :

1

n

n−1∑
j=0

|ξ0 F − ζ0 F | ≤ ε2,

alors : µ(E) ≤ εµ(F ).
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Démonstration. Notons Ej = {x ∈ F | ξj(x) 6= ζj(x)}, et on peut alors écrire

E = {x ∈ F |
n−1∑
j=0

1Ej(x) ≥ εn}.

Le résultat du lemme découle alors de l’inégalité de Markov :

µ(E) ≤ 1

nε

∫ n−1∑
j=0

1Ej(x)dµ

=
1

nε

n−1∑
j=0

µ(Ej) =
1

ε

1

n

n−1∑
j=0

|ξj F − ζ
′
j F
|

≤ 1

ε
ε2 = ε.

Voyons maintenant le lien avec la distance d̄ définie pour les processus :

Lemme 3.11. Soit ε > 0. Soient T et S deux transformations ergodiques. Si
d̄
(
(T, ξ), (S, ζ) | π′, π

)
< ε, alors, pour tout n et pour tout δ > 0, il existe des

gadgets (T, F, n, π′0 ∨ ξ0) et (S,E, n, π0 ∨ ζ0) tels que µ(
⋃n−1
j=0 T

jF ) ≥ 1 − δ,
ν(
⋃n−1
j=0 S

jE) ≥ 1− δ, et

d̄
(
(T, F, n, π′0 ∨ ξ0), (S,E, n, π0 ∨ ζ0)

)
< ε.

Remarque 3.4. Il est facile de voir que la réciproque est aussi vraie, mais cela ne
nous sera pas utile, donc on omet la preuve.

Démonstration. Soient n ∈ N et δ > 0. On voit facilement que l’hypothèse du
lemme nous permet de construire une bijection ϕ : X −→ Y telle que ϕ∗µ = ν,
ϕ∗π

′
[0,n[ = π[0,n[ et

1

n

n−1∑
j=0

|ϕ∗ξj − ζj| < ε.

Par le théorème 3.6, on peut contruire deux gadgets (T, F, n, ξ0) et (S,E, n, ζ0)
tels que µ(

⋃n−1
j=0 T

jF ) ≥ 1− δ et ν(
⋃n−1
j=0 S

jE) ≥ 1− δ, et

d((π′ ∨ ξ)[0,n[ F
) = d((π′ ∨ ξ)[0,n[),
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et
d(
(
ϕ∗(ξ[0,n[

)
∨ (π ∨ ζ)[0,n[ E

) = d(ϕ∗(ξ[0,n[) ∨ (π ∨ ζ)[0,n[).

De plus, ϕ∗(ξ[0,n[) induit une structure de colonnes sur le gadget, donc il existe
une v.a. ξ′0 sur

⋃n−1
j=0 S

jE telle que ϕ∗(ξ[0,n[) E
= ξ′[0,n[ E

. On a alors

d((π ∨ ξ′)[0,n[ E
) = d(ϕ∗(π

′
[0,n[) ∨ ϕ∗(ξ[0,n[) E

) = d(ϕ∗(π
′
[0,n[) ∨ ϕ∗(ξ[0,n[))

= d(π′[0,n[ ∨ ξ[0,n[) = d((π′ ∨ ξ)[0,n[ F
).

Donc (S,E, n, π0 ∨ ξ′0) est isomorphe à (T, F, n, π′0 ∨ ξ0). De plus, on a

1

n

n−1∑
j=0

|ξ′j E − ζj E| =
1

n

n−1∑
j=0

|(ϕ∗ξj) E − ζj E|

=
1

n

n−1∑
j=0

|ϕ∗ξj − ζj| < ε.

Et alors
d̄
(
(T, F, n, π′0 ∨ ξ0), (S,E, n, π0 ∨ ζ0)

)
< ε.

3.5 Une version relative du lemme fondamental d’Ornstein

Le but de cette section est de prouver le résultat suivant :

Lemme 3.12 (Lemme fondamental d’Ornstein). Soient ζ et π des processus sur
Y tels que ζ est relativement finiment déterminé par rapport à π. Soit ε > 0 : il
existe δ > 0 et n1 ≥ 1 tels que, pour tout système (X,µ, T ) ergodique tel que
h(T ) ≥ h(π ∨ ζ, S), muni de ξ et π′ tels que (T, π′) ∼ (S, π) et vérifiant

(i) |d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ δ,

(ii) et 0 ≤ h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ, T ) ≤ δ,

il existe un processus ξ′ sur X tel que

a) (T, π′ ∨ ξ') ∼ (S, π ∨ ζ),
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b) et |ξ0 − ξ′0| ≤ ε.

Commençons par un résultat plus simple, qui sera utile plus tard, car il montre
qu’il existe un processus qui satisfait (i) et (ii) du lemme fondamental. De plus,
on verra que sa preuve contient déjà plusieurs éléments importants de la preuve
du lemme fondamental.

Lemme 3.13. Soient ζ et π deux processus sur Y tels que h(π ∨ ζ, S) > h(π, S).
Soit (X,µ, T ) un système ergodique tel que h(T ) ≥ h(π ∨ ζ, S), muni de π′ tel
que (T, π′) ∼ (S, π). Pour tous δ > 0 et n1 ≥ 1, il existe un processus ξ sur X tel
que

(i) |d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ δ,

(ii) et 0 ≤ h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ, T ) ≤ δ.

Dans le cas où h(π ∨ ζ, S) = h(π, S), le résultat n’est vrai que pour T vérifiant
h(T ) = h(π ∨ ζ, S).

Remarque 3.5. On va travailler sur l’espace des fonction mesurables prenant un
nombre fini de valeurs entières muni de la distance :

|f − g| = µ(f 6= g).

On laisse au lecteur de montrer que c’est un espace connexe et que ξ0 7→ h(ξ, T )
est continue. Et, pour tout k ≥ 1, l’espace des v.a. à valeurs dans [k] est complet.

Démonstration. Soient δ > 0 et n1 ≥ 1. Prenons de plus α > 0 et β > à fixer
plus tard.

Supposons que h(π∨ ζ, S) > h(π, S). Alors, par la remarque 3.5 et le fait que
h(T ) ≥ h(π ∨ ζ, S) > h(π, S), il existe θ tel que

0 < h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ θ, T ) < α. (10)

On se fixe k, l et r tels que ζ est a valeurs dans [k], θ est à valeurs dans [l] et π et π′

sont à valeurs dans [r]. On applique le théorème de Shannon-McMillan-Breiman
(4.3) pour trouver n assez grand, En ⊂ ([r]× [l])n et E ′n ⊂ ([r]× [k])n tels que

µ((π′ ∨ θ)[0,n[ ∈ En), ν((π ∨ ζ)[0,n[ ∈ E ′n) ≥ 1− β, (11)
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et ∀i ∈ En :

2−(h(π′∨θ,T )+β)n ≤ µ((π′ ∨ θ)[0,n[ = i) ≤ 2−(h(π′∨θ,T )−β)n, (12)

et ∀i′ ∈ E ′n :

2−(h(π∨ζ,T )+β)n ≤ ν((π ∨ ζ)[0,n[ = i′) ≤ 2−(h(π∨ζ,T )+β)n. (13)

En particulier, par (10), pour β assez petit puis n assez grand, on a

#En ≤ #E ′n. (14)

Le théorème ergodique va ensuite nous donner de l’information sur les éléments
de E ′n : pour deux suites i ∈ ([r]× [k])n et i′ ∈ ([r]× [k])n1 , on note

fn(i, i′) :=
1

n− n1

n−n1∑
j=0

1{(π∨ζ)[0,n1[=i′}(S
j(x)), ∀x ∈ {(π ∨ ζ)[0,n[ = i}.

Plus simplement, fn(i, i′) est le nombre moyen d’apparition de i′ dans la suite
i. Bien que plus compliquée, la formule ci-dessus permet de voir que, grâce au
théorème ergodique et au théorème d’Egorov, on aurait pu choisir n assez grand
et E ′n tel que, pour tout i ∈ E ′n :∑

i′∈([r]×[k])n1

|fn(i, i′)− ν((π ∨ ζ)[0,n1[ = i′)| ≤ β. (15)

On applique ensuite le théorème de Rohlin 3.6 pour construire F ′ tel que
µ(
⋃n−1
j=0 T

jF ′) ≥ 1− β et

d((π′ ∨ θ)[0,n[ F ′
) = d((π′ ∨ θ)[0,n[). (16)

On pose ensuite F = F ′ ∩ {(π′ ∨ θ)[0,n[ ∈ En}. On remarque que, en notant
G =

⋃n−1
j=0 T

jF , on a µ(G) ≥ 1− 2β.
Pour b ∈ [r]n, notons En(b) (resp. E ′n(b)) l’ensemble des éléments de En (resp.

E ′n) de la forme b× a, avec a ∈ [l]n (resp. a ∈ [k]n). On pose alors

Bn = {b ∈ [r]n |#En(b) ≤ #E ′n(b)}.

Par (11), (12) et (13), on peut voir que

µ(π′[0,n[ /∈ Bn) ≤ β
2(h(π∨ζ,S)−h(π′∨θ,T )−2β)n

2(h(π∨ζ,S)−h(π′∨θ,T )−2β)n − 1

≤ 2β,

(17)
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pour β assez petit et n assez grand.
Comme on a l’inégalité (14), il existe une injection ϕ : En −→ E ′n telle que

∀b ∈ Bn,
ϕ(En(b)) ⊂ E ′n(b). (18)

On peut donc regarder la fonction ϕ ◦ (π′ ∨ θ)[0,n[ F
définie sur F , à valeurs dans

([r] × [k])n. Il existe donc une variable aléatoire π∗0 ∨ ξ0 sur
⋃n−1
j=0 T

jF à valeurs
dans [r] × [k] telle que (π∗ ∨ ξ)[0,n[ F

= ϕ ◦ (π′ ∨ θ)[0,n[ F
. C’est-à-dire, comme

ϕ est injective, que π∗0 ∨ ξ0 engendre les mêmes colonne que π′0 ∨ θ0. On étend
ensuite π∗0 ∨ ξ0 à l’espace entier de manière quelconque. On a définit ϕ de sorte
que π′ ne soit pas trop modifié : en effet, par (17) et (18), on a

|π′0 − π∗0| ≤ µ({π′0 6= π∗0} ∩G) + 2β

≤ nµ(π′[0,n[ F
6= π∗[0,n[ F

) + 2β

≤ nµ(π′[0,n[ F ′
/∈ Bn) + 2β

= nµ(F ′) µ(π′[0,n[ /∈ Bn) + 2β

≤ 4β,

(19)

où l’avant-dernière ligne s’obtient par la condition d’indépendance (16).

• Montrons que π′ ∨ ξ vérifie (i) :

Pour tout A ⊂ F de la forme A = {(π∗ ∨ ξ)[0,n[ = i}, on note Cn1
A la colonne

associée à A mais tronquée de ses n1 − 1 derniers étages, c’est-à-dire

Cn1
A =

n−n1⋃
j=0

T jA.

Notons Gn1 =
⋃n−n1

j=0 T jF =
⋃

i∈E ′n
Cn1

{(π∗∨ξ)[0,n[=i}. Avec ces notations, (i) va
découler de (15) :

|d((π∗ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| =
∑

i′∈[k]n1

∣∣µ ((π∗ ∨ ξ)[0,n1[ = i′
)
− ν

(
(π ∨ ζ)[0,n1[ = i′

)∣∣
≤
∑

i′∈[k]n1

∣∣µ ({(π∗ ∨ ξ)[0,n1[ = i′} ∩Gn1

)
− ν

(
(π ∨ ζ)[0,n1[ = i′

)
µ (Gn1)

∣∣+ 2µ
(
Gc
n1

)
≤
∑

i′∈[k]n1

∑
i∈E ′n

∣∣∣µ({(π∗ ∨ ξ)[0,n1[ = i′} ∩ Cn1

{(π∗∨ξ)[0,n[=i}

)
− ν

(
(π ∨ ζ)[0,n1[ = i′

)
µ
(
Cn1

{(π∗∨ξ)[0,n[=i}

) ∣∣∣+ 2(2β +
n1

n
).
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Il suffit alors de remarquer que

µ
(
{(π∗ ∨ ξ)[0,n1[ = i′} ∩ Cn1

{(π∗∨ξ)[0,n[=i}

)
= fn(i, i′) · µ

(
Cn1

{(π∗∨ξ)[0,n[=i}

)
,

pour obtenir

|d((π∗ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ 5β + 2
n1

n
.

Donc, en ajoutant à cela l’estimation (19), pour β assez petit puis n assez grand,
π′ ∨ ξ vérifie la condition (i).

• Montrons que π′ ∨ ξ vérifie (ii) :

On pose ρ0 = 1F G. Par le lemme 3.7, vu que π′ ∨ θ et π∗ ∨ ξ engendrent les
mêmes colonnes sur G, on a

π′0 ∨ θ0 4
n∨

j=−n

(π∗0 ∨ ξ0 ∨ ρ0) ◦ T j, sur G.

Il existe alors χ tel que l’identité ci-dessus soit vraie sur l’espace entier et |(π′ ∨
θ)0 − χ0| ≤ 2β. Soit γ > 0. Pour β assez petit, on a alors

h(π′ ∨ θ, T ) ≤ h(χ, T ) + γ ≤ h(π∗ ∨ ξ ∨ ρ, T ) + γ

≤ h(π∗ ∨ ξ, T ) +H(ρ0) + γ.

En répétant ce raisonnement en inversant π′ ∨ θ et π∗ ∨ ξ, on obtient

|h(π′ ∨ θ, T )− h(π∗ ∨ ξ, T )| ≤ H(ρ0) + γ.

Alors, en ajoutant à cela les estimations (10) et (19), pour α, γ, β assez petits et n
assez grand, π′ ∨ ξ vérifie la condition (ii).

Il nous reste à traiter le cas h(π ∨ ζ, S) = h(π, S), mais il est beaucoup plus
simple : comme on suppose que h(T ) = h(π, S), la condition (ii) est automatique-
ment vérifiée. Alors une application du théorème 3.6 puis du lemme 3.9 permet
de construire ξ vérifiant (i).

Ensuite, on poursuit le travail avec le lemme suivant, qui reprend les idées
de la construction ci-dessus en utilisant les propriétés de finie détermination pour
mieux choisir ϕ, et constitue l’étape principale vers le lemme fondamental.
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Lemme 3.14. Soient ζ et π des processus sur Y tels que ζ est relativement finiment
déterminé par rapport à π. Soit ε > 0 : il existe δ > 0 et n1 ≥ 1 tels que, pour
tout système (X,µ, T ) ergodique tel que h(T ) ≥ h(π ∨ ζ, S), muni de ξ et π′ tels
que (T, π′) ∼ (S, π) et vérifiant

(i) |d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ δ,

(ii) et 0 ≤ h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ, T ) ≤ δ,

pour tout δ′ > 0 et pour tout p ≥ 1, il existe un processus ξ′ sur X tel que

(a) |d((π′ ∨ ξ′)[0,p[)− d((π ∨ ζ)[0,p[)| ≤ δ′,

(b) 0 ≤ h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ′, T ) ≤ δ′,

(c) et |ξ0 − ξ′0| ≤ ε.

Démonstration. Fixons k et r tels que ζ0 soit à valeurs dans [k] et π et π′ soient à
valeurs dans [r].

Soit ε′, à fixer plus tard, et δ et n1 associés par la finie détermination relative
de (S, ζ). Fixons un processus ξ vérifiant (i) et (ii). On a choisi δ et n1 pour avoir

d
(
(S, ζ), (T, ξ) |π′, π

)
< ε′. (20)

Soient δ′ > 0 et p ≥ 1.

• Commençons par éliminer un cas simple : supposons que pour tout proces-
sus ξ′ sur l’alphabet [k] vérifiant |ξ0 − ξ′0| ≤ 2ε′, on aie h(π′ ∨ ξ′, T ) ≥
h(π ∨ ζ, S).

On se donne α > 0, et par le lemme 3.11 on construit deux gadgets (T, F, n, π′0 ∨
ξ0) et (S,E, n, π0 ∨ ζ0) tels que µ(

⋃n−1
j=0 T

jF ), ν(
⋃n−1
j=0 S

jE) ≥ 1− α et

d̄
(
(T, F, n, π′0 ∨ ξ0), (S,E, n, π0 ∨ ζ0)

)
< ε′.

Par définition, il existe alors ξ′ sur X tel que

(T, F, n, π′0 ∨ ξ′0) ∼= (S,E, n, π0 ∨ ζ0), (21)
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et
1

n

n−1∑
j=0

|ξ′0 T jF − ζ0 T jF | ≤ ε′. (22)

De plus, il nous est possible de choisir ξ′ tel qu’il soit π′ ∨ ξ-mesurable. On pose
G =

⋃n−1
j=0 T

jF , et par (22), on a

|ξ0 − ξ′0| ≤ µ({ξ0 6= ξ′0} ∩G) + µ(Gc) ≤ ε′ + α ≤ 2ε′,

si α ≤ ε′. Alors, par notre hypothèse, on a h(π′ ∨ ξ′, T ) ≥ h(π ∨ ζ, S). Mais,
comme ξ′ est π′ ∨ ξ-mesurable, on a aussi

h(π′ ∨ ξ′, T ) ≤ h(π′ ∨ ξ, T ) ≤ h(π ∨ ζ, S),

donc ξ′ vérifie (b). De plus, par (21), on a

|d((π′ ∨ ξ′)[0,p[)− d((π ∨ ζ)[0,p[)| ≤ 2α + 2
p

n
,

et dons, si α < δ′

2
et n est assez grand, on obtient que ξ′ vérifie (a).

• On finit la preuve en traitant le cas où l’on a :

0 < h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ, T ) ≤ δ. (23)

Soient α > 0, β > 0, et n ≥ 1 à fixer plus tard. Par (23), on trouve θ tel que
ξ0 4 θ0 et

0 < h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ θ, T ) < α. (24)

On fixe l ≥ 1 tel que θ soit à valeurs dans [l]. Comme dans la preuve du lemme
3.13, on trouve En ⊂ ([r] × [l])n et E ′n ⊂ ([r] × [k])n tels que µ((π′ ∨ θ)[0,n[ ∈
En), ν((π ∨ ζ)[0,n[ ∈ E ′n) ≥ 1− β, et #En ≤ #E ′n, ainsi que

∀i ∈ E ′n,
∑

i′∈([r]×[k])n1

|fn(i, i′)− ν((π ∨ ζ)[0,n1[ = i′)| ≤ β. (25)

Et on construit un gadget (T, F ′, n, π′ ∨ θ0) tel que µ(
⋃n−1
j=0 T

jF ′) ≥ 1− β et

d((π′ ∨ θ)[0,n[ F ′
) = d((π′ ∨ θ)[0,n[). (26)

On note aussi F = F ′ ∩ {(π′ ∨ θ)[0,n[ ∈ En}, et en posant G =
⋃n−1
j=0 T

jF , on a
µ(G) ≥ 1− 2β.
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Comme dans la preuve du lemme précédent, on va construire une injection
ϕ : En −→ E ′n et une variable aléatoire ξ′0 selon le même procédé. Cependant,
cette fois on va construire ϕ de sorte que ξ′ vérifie (c).

On construit un gadget (S,E, n, π0 ∨ ζ0) tel que ν(
⋃n−1
j=0 S

jE) ≥ 1− β et

d((π ∨ ζ)[0,n[ E
) = d((π ∨ ζ)[0,n[). (27)

Par (20), (quitte à modifier un peu F ′) il existe un nouveau processus ζ∗ sur X
telle que

(T, F ′, n, π′0 ∨ ζ∗0 ) ∼= (S,E, n, π0 ∨ ζ0),

et
1

n

n−1∑
j=0

|ξ0 T jF ′ − ζ∗0 T jF ′| ≤ ε′.

Lorsque l’on remplace F ′ par F , on a les estimations suivantes :

|d((π ∨ ζ)[0,n[ E
)−d((π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F

)| ≤ |d((π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F ′
)− d((π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F

)|

≤ 2
µ(F∆F ′)

µ(F ′)
= 2µ((π′ ∨ θ)[0,n[ /∈ En) ≤ 2β

(28)

et

1

n

n−1∑
j=0

|ζ∗0 T jF − ξ0 T jF | ≤
1

n

n−1∑
j=0

|ζ∗0 T jF ′ − ξ0 T jF ′ |
µ(F ′)

µ(F )

≤ ε′

1− β
≤ 2ε′,

(29)

si β ≤ 1/2. Pour obtenir ces estimations, on a utilisé le fait que F ′ et {(π′ ∨
θ)[0,n[ ∈ En} sont indépendants, ce qui découle de (26).

Par l’estimation fournie par le corollaire 4.3.1, on voit que, pour n assez grand,
on a, pour tous i ∈ En et i′ ∈ E ′n

4 ν((π ∨ ζ)[0,n[ = i′) ≤ µ((π′ ∨ θ)[0,n[ = i).

En utilisant la définition de ζ∗ et les propriété d’indépendance (26) et (27), il en
découle que, pour tous i ∈ En et i′ ∈ E ′n

4 µ({(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ = i′} ∩ F ) ≤ µ({(π′ ∨ θ)[0,n[ = i} ∩ F ). (30)
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Introduisons une nouvelle notation : si γ et χ sont deux processus, et i et j sont
deux suites telles que {γ[0,n[ = i} ⊂ {χ[0,n[ = j}, on dit que j est le (χ, n)-nom de
i. Comme ξ0 4 θ0, pour chaque i ∈ En, il existe un unique j ∈ [k]n tel que j est le
(ξ, n)-nom de i.

Pour tout i ∈ En, on pose Ji l’ensemble des mots i′ ∈ E ′n tels que le (ζ, n)-nom
de i′ diffère du (ξ, n)-nom de i en moins de n

√
2ε′ endroits, et le (π, n)-nom de i′

est le (π′, n)-nom de i. Cela nous permet de poser :

I =

{
i ∈ En |µ

(
{(π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i} ∩ {(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
∈ Ji}

)
≥
µ((π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i)
2

}
.

Enfin, on pose Ω = {x ∈ F | ξ[0,n[(x) et ζ∗[0,n[(x) diffèrent en au moins n
√

2ε′ endroits},
et, grâce à (28), on a l’estimation

µ((π′ ∨ θ)[0,n[ F
/∈ I) =

∑
i/∈I

µ((π′ ∨ θ)[0,n[ F
= i)

≤
∑
i/∈I

2µ({(π′ ∨ θ)[0,n[ F
= i} ∩ {(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F

/∈ Ji})

≤
∑
i/∈I

2[µ
(
{(π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i} ∩ Ω
)

+ µ
(
{(π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i} ∩ {(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
/∈ E ′n}

)
]

≤ 2[µ(Ω) + µ((π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
/∈ E ′n)]

= 2[µ(Ω) + ν((π ∨ ζ)[0,n[ /∈ E ′n)µ(F ) + 2βµ(F )] ≤ 2[µ(Ω) + 3βµ(F )].

Or, d’après le lemme 3.10 et (29), on a µ(Ω) ≤
√

2ε′µ(F ). Donc pour ε′ et β
assez petits, on a

µ((π′ ∨ θ)[0,n[ F
∈ I) ≥ (1− ε/3)µ(F ). (31)

On voit aussi que

µ(π′[0,n[ F
6= π∗[0,n[ F

) ≤ µ((π′ ∨ θ)[0,n[ /∈ I) ≤ 2(
√

2ε′ + 3β)µ(F ). (32)

On veut maintenant définir une injection ϕ sur I telle que ϕ(i) ∈ Ji. Pour cela,
on va faire appel au lemme des mariages. Soit I ′ ⊂ I. En utilisant la définition de
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I et (30), on a

µ

(⋃
i∈I′
{(π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i} ∩ {(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
∈ Ji}

)
=
∑
i∈I′

µ
(
{(π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i} ∩ {π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
∈ Ji}

)
≥
∑
i∈I′

µ((π′ ∨ θ)[0,n[ F
= i)

2

≥ 2 sup
j∈E ′n
{µ((π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F

= j)} #I ′

Mais on a aussi,

µ

(⋃
i∈I′
{(π′ ∨ θ)[0,n[ F

= i} ∩ {(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
∈ Ji}

)

= µ

(⋃
i∈I′

⋃
j∈Ji

{(π′ ∨ θ)[0,n[ F
= i} ∩ {(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F

= j}

)

≤ µ

(⋃
i∈I′

⋃
j∈Ji

{(π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F
= j}

)
≤ sup

j∈E ′n
{µ((π′ ∨ ζ∗)[0,n[ F

= j)} #
⋃
i∈I′
Ji

Cela établit la “condition de mariage” :

#I ′ ≤ 2#I ′ ≤ #
⋃
i∈I′
Ji.

On peut alors appliquer le lemme des mariages pour construire une injection ϕ :
I −→ E ′n telle que ϕ(i) ∈ Ji. Comme on a En ≤ #E ′n, on peut étendre ϕ en une
injection de En dans E ′n. On a vu dans la preuve du lemme précédent (3.13), qu’on
peut alors prendre deux processus sur X π∗et ξ′ tels que

(π∗ ∨ ξ′)[0,n[ F
= ϕ ◦ (π∗ ∨ θ)[0,n[ F

,

et que, pour α, β assez petits et n assez grand, π′ ∨ ξ′ vérifie (a) et (b) (on obtient
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(19) grâce à (32)). Montrons que ξ′ vérifie (c) :

|ξ0 − ξ′0| ≤ µ(G)|ξ0 G − ξ′0 G|+ µ(Gc)

≤
∑
i∈I

µ
(
{ξ0 6= ξ′0} ∩ C{(π′∨θ)[0,n[ F=i}

)
+ µ((π′ ∨ θ)[0,n[ F

/∈ I) + 2β

≤
∑
i∈I

√
2ε′µ

(
C{(π′∨θ)[0,n[ F=i}

)
+
ε

3
+ 2β

≤ 2ε

3
+ 2β, si ε′ est assez petit.

Et alors, si β ≤ ε/3, on a prouvé que ξ′ vérifie (c), et la preuve est complète.

Démonstration du lemme fondamental. Soient (S, ζ) un processus relativement
finiment déterminé par rapport à π, à valeurs dans [k] et ε > 0. Fixons une suite
(εr)r≥1 telle que

∑
r≥1 εr = ε. Pour tout r, on prend δr > 0 et nr associés à εr,

donnés par le lemme 3.14.
Soit (X,µ, T i) un système ergodique tel que h(T ) ≥ h(π ∨ ζ, S), et ξ, π′ qui

vérifient (T, π′) ∼ (S, π), et les conditions (i) et (ii) pour δ1 et n1. En utilisant le
lemme 3.14, on construit par récurrence une suite de processus (ξ(r))r≥1 telle que
ξ(1) = ξ et :

(a) |d((π′ ∨ ξ(r+1))[0,nr+1[)− d((π ∨ ζ)[0,nr+1[)| ≤ δr+1,

(b) 0 ≤ h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ(r+1), T ) ≤ δr+1,

(c) et |ξ(r+1)
0 − ξ(r)

0 | ≤ εr.

De plus, on peut supposer que δr → 0 et nr → ∞. Comme chaque ξ(r) est à
valeurs dans [k], (c) et la remarque 3.5 implique que la suite (ξ

(r)
0 )r≥1 converge.

Notons ξ′0 sa limite et ξ′ le processus associé. Alors (a) implique que

∀p ≥ 1, d((π′ ∨ ξ′)[0,p[) = d((π ∨ ζ)[0,p[),

et (c) implique que
|ξ0 − ξ′0| ≤ ε.
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3.6 Preuve du théorème d’isomorphisme

Dans cette section, nous allons utiliser le lemme fondamental pour prouver le
théorème 3.2. Soient (X,µ, T ) et (Y, ν, S) deux systèmes ergodiques munis de
processus ξ, π′ et ζ, π tels que (T, π′) ∼ (S, π) et π′ ∨ ξ, π ∨ ζ sont générateurs
et ξ (resp. ζ) est relativement finiment déterminé par rapport à π′ (resp. π). Pour
prouver le théorème 3.2, il va nous suffire de construire un processus η sur X tel
que π′ ∨ η soit générateur et

(T, π′ ∨ η) ∼ (S, π ∨ ζ). (33)

Par le lemme fondamental démontré dans la partie précédente, et le lemme 3.13,
on peut déjà construire un processus vérifiant (33), mais le processus ainsi obtenu
ne sera pas générateur. Nous allons voir maintenant que le lemme fondamental
peut être utilisé pour prouver des résultats plus précis.

Commençons par une nouvelle notation : dans ce qui suit, on va souvent s’in-
téresser aux variables aléatoires ξ[−n,n]-mesurables. Or un résultat classique de
probabilité nous dit que toute v.a. ξ[−n,n]-mesurable à valeurs dans un alphabet
quelconque A, s’écrit sous la forme Π ◦ ξ[−n,n], avec Π une fonction de [k][−n,n]

dans A. On notera alors
Π(ξ) = Π ◦ ξ[−n,n].

Lemme 3.15. Fixons k tel que ξ soit à valeurs dans [k]. Supposons qu’il existe un
processus ρ sur X tel que (T, π′ ∨ ρ) ∼ (S, π ∨ ζ). Soit ε > 0, et, comme π′ ∨ ξ
est générateur, on peut fixer N ≥ 1 tel que ρ0 4ε (π′ ∨ ξ)[−N,N ].

Alors il existe ξ′ sur X tel que

(i) (T, π′ ∨ ξ′) ∼ (T, π′ ∨ ξ),

(ii) ξ′ est π′ ∨ ρ-mesurable,

(iii) et ρ0 42ε (π′ ∨ ξ)′[−N,N ].

Remarque 3.6. La preuve du lemme donne un résultat un peu plus précis que (iii) :
si Π est une fonction sur ([r]× [k])[−N,N ] telle que |Π(π′ ∨ ξ)− ρ0| ≤ ε, alors on
a |Π(π′ ∨ ξ′)− ρ0| ≤ 2ε.

Démonstration. Fixons l ≥ 1 et r ≥ 1 tels que ρ et ζ soient à valeurs dans [l], et
π, π′ soient à valeurs dans [r].

Notons F la tribu du système (X,µ, T ), et Fπ′∨ρ la sous-tribu invariante en-
gendrée par π′ ∨ ρ. On notera (Xπ′∨ρ, µπ′∨ρ, Tπ′∨ρ) le facteur associé, p : X −→
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Xπ′∨ρ la projection, et on notera ρ̄ et π̄′ les processus induits sur le facteur (Xπ′∨ρ, µπ′∨ρ, Tπ′∨ρ)
par ρ et π′. Le fait important à garder en tête est que la tribu engendrée par p est
Fπ′∨ρ (en fait, p = π′ ∨ ρ, mais on garde deux notations distinctes pour éviter la
confusion).

Soient ε > 0 et N ≥ 0 tels que

ρ0 4ε (π′ ∨ ξ)[−N,N ].

On introduit α > 0, β > 0, et n ≥ 1, à fixer plus tard. Il existe N1 ≥ N tel
que

ρ0 4α ξ[−N1,N1].

On applique le théorème de Rohlin (3.6) sur (Xπ′∨ρ, µπ′∨ρ, Tπ′∨ρ) pour construire
un gadget (Tπ′∨ρ, Fπ′∨ρ, n, π̄′0 ∨ ρ̄0) tel que µπ′∨ρ(

⋃n−1
j=0 T

j
π′∨ρFπ′∨ρ) ≥ 1− β, et

d((π̄′ ∨ ρ̄)[0,n[) = d((π̄′ ∨ ρ̄)[0,n[ Fπ′∨ρ
).

En prenant F = p−1(Fπ′∨ρ), on obtient un gadget sur X qui vérifie

(T, F, n, π′ ∨ ρ) ∼= (Tπ′∨ρ, Fπ′∨ρ, n, π̄′ ∨ ρ̄).

Alors, par le lemme 3.9, il existe ξ̃π′∨ρ sur Xπ′∨ρ tel que

(T, F, n, π′ ∨ ρ ∨ ξ) ∼= (Tπ′∨ρ, Fπ′∨ρ, n, π̄′ ∨ ρ̄ ∨ ξ̃π′∨ρ). (34)

On veut maintenant appliquer le lemme fondamental à (T, π′ ∨ ξ) pour modifier
(Tπ′∨ρ, π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ) ; soit ε′ > 0 et prenons δ > 0, n1 ≥ 1 donnés par le lemme
fondamental appliqué à (T, π′ ∨ ξ).

Pour montrer que (Tπ′∨ρ, π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ) vérifie la condition (i) du lemme fonda-
mental, on note Gn1 =

⋃n−n1

j=0 T jF et Gn1

π′∨ρ =
⋃n−n1

j=0 T jπ′∨ρFπ′∨ρ, et l’isomor-
phisme ci-dessus donne

d((π′ ∨ ξ)[0,n1[ Gn1
) = d((π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ)[0,n1[ G

n1
π′∨ρ

).

Et alors

|d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ)[0,n1[)| ≤ 2(β +
n1

n
) ≤ δ, (35)

si β est assez petit et n est assez grand.
Montrons que (Tπ′∨ρ, π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ) vérifie (ii) du lemme fondamental : soit Π′

une fonction sur ([r] × [k])[−N1,N1] telle que |Π′(π′ ∨ ξ) − ρ0| ≤ α. On se donne
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aussi K =
⋃n−N1−1
j=N1

T jF et Kπ′∨ρ =
⋃n−N1−1
j=N1

Tπ′∨ρ
jFπ′∨ρ, c’est-à-dire les piles

privées de leurs N1 premiers et N1 derniers étages. Alors (34) nous donne :

d((Π′(π′ ∨ ξ) ∨ ρ0) K) = d

((
Π′(π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ) ∨ ρ̄0

)
Kπ′∨ρ

)
.

Si, de plus, 2N1

n
≤ β, alors µ(K), µπ′∨ρ(Kπ′∨ρ) ≥ 1− 2β, et on voit que

|Π′(π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ)− ρ̄0| ≤
3

2
|Π′(π′ ∨ ξ)− ρ0|+ µ(Kc

π′∨ρ) ≤
3

2
α + 2β ≤ 2α, (36)

si β ≤ α/4. En particulier, on a

ρ̄0 42α (π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ)[−N1,N1],

et pour α assez petit, cela donne

0 ≤ h(π̄′ ∨ ρ̄, Tπ′∨ρ)− h(π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ, Tπ′∨ρ) ≤ δ,

et, comme h(π̄′ ∨ ρ̄, Tπ′∨ρ) = h(π′ ∨ ρ, T ) = h(π ∨ ζ, S) = h(π′ ∨ ξ, T ), on a

0 ≤ h(π′ ∨ ξ, T )− h(π̄′ ∨ ξ̃π′∨ρ, Tπ′∨ρ) ≤ δ. (37)

Donc (35) et (37) nous permettent d’appliquer le lemme fondamental et de construire
ξ′π′∨ρ surXπ′∨ρ tel que (T, π′∨ξ) ∼ (Tπ′∨ρ, π̄′∨ξ′π′∨ρ) et |(ξ′π′∨ρ)0−(ξ̃π′∨ρ)0| ≤ ε′.
Il nous reste à poser ξ′ = ξ′π′∨ρ ◦ p, et alors ξ′ est π′ ∨ ρ-mesurable et

(T, π′ ∨ ξ′) ∼ (T, π′ ∨ ξ),

et
|ξ′0 − ξ̃0| ≤ ε′,

en posant ξ̃ = ξ̃π′∨ρ ◦ p.
Enfin, (34) implique

(T, F, n, π′ ∨ ρ ∨ ξ) ∼= (T, F, n, π′ ∨ ρ ∨ ξ̃),

et alors, avec le même argument que (36), on voit que, si Π est une fonction sur
([r]× [k])[−N,N ] telle que

|Π(π′ ∨ ξ)− ρ0| ≤ ε,
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alors
|Π(π′ ∨ ξ̃)− ρ0| ≤

3

2
ε+ 2β, ( car N ≤ N1 ≤

nβ

2
).

Finalement, comme |ξ′0 − ξ̃0| ≤ ε′, pour ε′ et β assez petits, cela implique

|Π(π′ ∨ ξ′)− ρ0| ≤ 2ε.

Le lemme suivant nous dit qu’on va pouvoir utiliser le lemme 3.15 pour trou-
ver une nouvelle “copie” de ζ proche de ρ, et qui sera presque génératrice :

Lemme 3.16. Fixons k tel que ξ soit à valeurs dans [k]. Supposons qu’il existe
un processus ρ sur X tel que (T, π′ ∨ ρ) ∼ (S, π ∨ ζ). Soit ε > 0 : il existe un
processus ζ∗ sur X et K ∈ N tels que

(i) (T, π′ ∨ ζ∗) ∼ (S, π ∨ ζ),

(ii) ξ0 4ε (π′ ∨ ζ∗)[−K,K],

(iii) et |ζ∗0 − ρ0| ≤ ε.

Démonstration. On fixe l, r ≥ 1 tel que ζ et ρ soient à valeurs dans [l] et π, π′

soient à valeurs dans [r]. Soit ε > 0. On introduit α > 0, β > 0 et n ≥ 1 à fixer
plus tard. Il existe N1 tel que

ρ0 4α (π′ ∨ ξ)[−N1,N1].

On prend alors une fonction Π1 sur ([r]× [k])[−N1,N1] telle que

|Π1(π′ ∨ ξ)− ρ0| ≤ α.

Appliquons le lemme 3.15 : il existe ξ′ π′ ∨ ρ-mesurable tel que

(i) (T, π′ ∨ ξ′) ∼ (T, π′ ∨ ξ) et (ii) |Π1(π′ ∨ ξ′)− ρ0| ≤ 2α. (38)

On peut choisir N2 ≥ N1 et une fonction Π2 sur ([r]× [l])[−N2,N2] tels que

|Π2(π′ ∨ ρ)− ξ′0| ≤ α. (39)

Pour des raisons qui apparaîtront plus tard, on se donne une nouvelle approxima-
tion : on choisit N3 ≥ N2 et Π3 sur ([r]× [l])[−N3,N3] tels que

|Π3(π′ ∨ ρ)− ξ′0| ≤ β. (40)
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Par le théorème de Rohlin (3.6), on prend F,E ⊂ X tels que

d(ξ[0,n[ F
) = d(ξ[0,n[) et d(ξ′[0,n[ E

) = d(ξ′[0,n[),

ce qui donne
(T, F, n, π′ ∨ ξ) ∼= (T,E, n, π′ ∨ ξ′).

De plus, comme d’habitude, on a µ(Gn1), µ(G′n1
) ≥ 1 − 2β pour n assez grand,

avec Gn1 =
⋃n−n1

j=0 T jF et G′n1
=
⋃n−n1

j=0 T jE.
Par le lemme 3.9, il existe ρ∗ sur X tel que

(T, F, n, π′ ∨ ξ ∨ ρ∗) ∼= (T,E, n, π′ ∨ ξ′ ∨ ρ).

Notons K =
⋃n−N3−1
j=N3

T jF et K ′ =
⋃n−N3−1
j=N3

T jE, et l’isomorphisme donne

d(Π3(π′ ∨ ρ∗) ∨ ξ0 K) = d(Π3(π′ ∨ ρ) ∨ ξ′0 K′).

On peut supposer que 2N3

n
≤ β de sorte que µ(K), µ(K ′) ≥ 1 − 2β, et alors,

comme pour 36, on a

|Π3(π′ ∨ ρ∗)− ξ0| ≤ 2|Π3(π′ ∨ ρ)− ξ′0|+ 2β ≤ 4β. (41)

De plus, par définition de ρ∗, on a

|d((π′ ∨ ρ)[0,n1[)− d((π′ ∨ ρ∗)[0,n1[)| ≤ µ(Gn1) + µ(G′n1
) ≤ 4β. (42)

On va maintenant rectifier ρ∗ en utilisant le lemme fondamental : soit γ > 0 et
δ > 0 et n1 ≥ 1 associés donnés par le lemme fondamental appliqué à (T, π′∨ ρ).
Par (42) et (41), pour β assez petit, on obtient

|d((π′ ∨ ρ)[0,n1[)− d((π′ ∨ ρ∗)[0,n1[)| ≤ δ,

et
0 ≤ h(π′ ∨ ρ, T )− h(π′ ∨ ρ∗, T ) ≤ δ,

en utilisant que h(π′ ∨ ρ, T ) = h(π′ ∨ ξ, T ). Par le lemme fondamental, il existe
ζ∗ sur X tel que

(i) (T, π′ ∨ ζ∗) ∼ (T, π′ ∨ ρ) et (ii) |ζ∗0 − ρ∗0| ≤ γ.

Par définition de ρ∗ et par le (ii) de (38), on a

|Π1(π′ ∨ ξ)− ρ∗0| ≤ 2|Π1(π′ ∨ ξ′)− ρ0|+ 2β ≤ 4α + 2β,
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donc
|Π1(π′ ∨ ξ)− ζ∗0 | ≤ 4α + 2β + γ ≤ 5α,

si β et γ sont assez petits. Alors |ζ∗0 − ρ0| ≤ 6α ≤ ε, si α ≤ ε/6.
On fixe maintenant α et donc N2 est aussi fixé. On estime ensuite

|Π2(π′ ∨ ρ∗)− ξ0| ≤ 2|Π2(π′ ∨ ρ)− ξ′0|+ 2β ≤ 2α + 2β.

Donc, on peut prendre β et γ assez petits tels que

|Π2(π′ ∨ ζ∗)− ξ0| ≤ 3α + 2β ≤ 4α ≤ ε,

ce qui termine la preuve avec K = N2.

On est maintenant en mesure de terminer la preuve du théorème d’isomor-
phisme :

Démonstration du théorème 3.2. On rappelle que (T, ξ) et (S, ζ) sont deux pro-
cessus relativement finiment déterminés par rapport à π′ et π avec (T, π′) ∼
(S, π), et tels que π∨ζ et π′∨ξ sont générateurs, et on suppose que h(π′∨ξ, T ) =
h(π ∨ ζ, S). Par le lemme 3.13 et le lemme fondamental, on peut construire un
premier processus η(0) sur X qui vérifie (T, π′ ∨ η(0)) ∼ (S, π ∨ ζ).

Ensuite, grâce au lemme 3.16, on construit par récurrence deux suites (εr)r≥1

et (Kr)r≥1 ainsi qu’une suite de processus processus (η(r))r≥0 telles que, pour
chaque r, on ait

(i) (T, π′ ∨ η(r)) ∼ (S, π ∨ ζ),

(ii) ξ0 4εr (π′ ∨ η(r))[−Kr,Kr],

(iii) |η(r)
0 − η

(r−1)
0 | ≤ εr,

(iv) et ∀j ≤ r − 1, ξ0 4εj(
∑

0≤l≤r−j 2−l) (π′ ∨ η(r))[−Kj ,Kj ].

La condition (iv) est obtenue à chaque étape de la récurrence à partir de (iii) en
s’assurant de prendre εr assez petit. De plus, il clair que l’on peut supposer que∑

r≤1 εr < ∞, et (η
(r)
0 )r≥0 est alors une suite de Cauchy, et par la remarque 3.5,

elle converge. Notons η0 sa limite et η le processus associé. Il vérifie encore la
condition (i) :

(T, π′ ∨ η) ∼ (S, π ∨ ζ).
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Il reste à vérifier que η est générateur : la condition (iv) donne, pour tout couple
r, j tel que j < r,

ξ0 42εj (π′ ∨ η(r))[−Kj ,Kj ],

et on peut faire r −→∞, ce qui nous donne

∀j ≥ 1, ξ0 42εj π
′ ∨ η.

Mais alors, comme εj −→ 0, ξ0 est π′∨η-mesurable, et vu que π′∨ξ est générateur,
π′ ∨ η l’est aussi. La preuve du théorème d’isomorphisme est donc complète.

4 Annexe
4.1 Espaces de Lebesque

Lemme 4.1. Notons L la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Soient α ∈]0, 1[, et F , F ′

deux boréliens tels que L(F ) = α = L(F ′). Il existe E ⊂ F et E ′ ⊂ F ′ tels que
L(E) = α et L(E ′) = α, ainsi que ϕ : E −→ E ′ une bijection qui préserve la
mesure.

Démonstration. Par transitivité, on peut supposer que F ′ = [0, α[. Comme la
mesure de Lebesgue n’a pas d’atomes, la fonction

x 7→ L(F ∩ [0, x[)

L(F )

est continue de [0, 1] dans [0, 1] et est surjective (car elle vaut 0 en 0 et 1 en 1).
On choisit x0 tel que L(F ∩ [0, x[) = L(F )

2
, et on décompose F en

F0 = F ∩ [0, x0[

F1 = F ∩ [x0, 1[

Puis de même, on décompose F0 et F1 pour obtenir F0,0, F0,1, F1,0, F1,1, et on itère
ce procédé pour construire, pour tout n ∈ N, une partition de F par la famille

{F(εk); (εk)
n−1
k=0 ∈ {0, 1}

n}.

Ensuite, pour chaque x ∈ F , la “suite associée à x” sera simplement la suite
(εk)k≥0 telle que pour tout n, x ∈ F(εk)n−1

k=0
∈ {0, 1}. On voit alors facilement que

la fonction

ϕ : F −→ {0, 1}N

x 7→ suite associée à x
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est injective sur un ensemble F1 de mesure totale, et ϕ∗LF1 = B
(

1
2
, 1

2

)
. De plus,

dans l’image de ϕ il n’y a aucune suite constante égale à 1 a partir d’un certain
rang, donc on peut composer par

: (εk)k≤0 7→ α
∑
k≤0

εk
2k+1

et ψ ◦ϕ : F1 −→ [0, α[ est encore injective. Elle n’est pas nécessairement surjec-
tive, mais son image est de mesure pleine. Cela découle du fait que ψ∗B

(
1
2
, 1

2

)
=

L[0,α[ et donc (ψ ◦ ϕ)∗ LF1 = L[0,α[.

4.2 Convergence presque uniforme et théorème d’Egorov

Le théorème de Birkhoff, central en théorie ergodique et souvent utilisé dans
ce mémoire, donne convergence ponctuelle, mais ce n’est pas toujours ce dont on
a besoin en pratique. Avec cette idée en tête, on donne la reformulation suivante :

Théorème 4.2. Soit (X,µ) un espace de probabilité quelconque. Soit (fn)n≥0 un
suite de fonctions, et supposons qu’elle converge presque partout vers f . Alors,
pour tout ε > 0, il existe E ⊂ X tel que µ(E) ≥ 1 − ε et (fn)n≥0 converge
uniformément sur E. On dit alors que (fn)n≥0 converge presque uniformément
vers f .

Remarque 4.1. La réciproque est aussi vraie, mais nous omettons la preuve car
c’est un fait que nous n’utiliseront pas.

Démonstration. Soit ε > 0. Posons, pour k,m ≥ 1,

Em
k =

{
x ∈ X | max

l≥k
{|fl(x)− f(x)|} ≤ 1

m

}
.

Comme (fn)n≥0 converge presque partout, on µ
(⋃

k≥0E
m
k

)
= 1. De plus on re-

marque que pour toutm, la suite (Em
k )k≥1 est croissante, donc on a lim

k−→∞
µ(Em

k ) =

1. Pour chaque m, on peut donc choisir k(m) tel que µ
(
Em
k(m)

)
≥ 1− ε

2m
. Il nous

reste alors simplement à poser E =
⋂
m≥1 E

m
k(m) car :

µ (Ec) = µ

(⋃
m≥1

(
Em
k(m)

)c) ≤∑
m≥1

ε

2m
= ε,

et on a construit E de sorte que (fn)n≥0 converge uniformément sur E.
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4.3 Théorème de Shannon-McMillan-Breiman

Cette partie est principalement tirée de [3].
Soit (T, ξ) un processus stationnaire à valeurs dans {1, ..., k}. Pour tout n ∈ N

et pour i = (i0, ..., in−1) ∈ {1, ..., k}n, notons

pn(i0, ..., in−1) = µ(ξ0 = i0, ..., ξn−1 = in−1) = µ(ξ[0,n[ = i).

On rappelle que ξ[0;n[ =
n−1∨
l=0

ξl. L’intérêt de cette fonction vient de la formule

suivante, qui se vérifie facilement :

H

(
n−1∨
l=0

ξl

)
= −

∫
log(pn(ξ0(x), ..., ξn−1(x)))dµ(x) = E[log(pn(ξ0, ..., ξn−1))].

En particulier, on peut réécrire la définition de la KS-entropie :

h(ξ, T ) = lim
n−→∞

E
[
− 1

n
log(pn(ξ0, ..., ξn−1))

]
. (43)

Le théorème de Shannon-McMillan-Breiman montre que l’intégrande ci-dessus
converge en fait presque partout vers h(ξ, T ) :

Théorème 4.3. Pour µ-presque tout x, on a

lim
n−→∞

− 1

n
log(pn(ξ0(x), ..., ξn−1(x))) = h(ξ, T ).

En combinant le théorème ci-dessus au théorème d’Egorov (4.2), on obtient

Corollaire 4.3.1. Pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que, pour tout n ≥ N , il
existe En ⊂ {1, ..., k}n tel que µ

(⋃
i∈En{ξ[0,n[ = i}

)
≥ 1− ε, et

(i) ∀i ∈ En, 2−(h(ξ,T )+ε)n ≤ µ(ξ[0,n[ = i) ≤ 2−(h(ξ,T )−ε)n

(ii) et (1− ε)2(h(ξ,T )−ε)n ≤ #En ≤ 2(h(ξ,T )+ε)n

Remarque 4.2. Dans l’énoncé du corollaire, il est facile de voir que (ii) découle
de (i).
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Démonstration du théorème 4.3. On introduits les nouvelles fonctions suivantes :

g0(x) = − log(p0(ξ0(x)))

gn(x) = − log

(
pn+1(ξ−n(x), ..., ξ0(x))

pn(ξ−n(x), ..., ξ−1(x))

)
On voit alors qu’on peut écrire

− 1

n
log(pn(ξ0(x), ..., ξn−1(x))) =

1

n

n−1∑
l=0

gl(T
l(x)).

On va vouloir ensuite applique le théorème ergodique de Birkhoff. Pour cela, in-
téressons nous au comportement asymptotique de la suite (gn)n≥0. On a

gn(x) =
k∑
i=1

− log

(
pn+1(ξ−n(x), ..., i)

pn(ξ−n(x), ..., ξ−1(x))

)
1ξ0=i(x)

=
k∑
i=1

− log(µ(ξ0 = i | ξ−n, ..., ξ−1)(x))1ξ0=i(x)

Or, par le théorème de convergence des martingales, µ(ξ0 = i | ξ−n, ..., ξ−1)(x)
converge presque sûrement, et donc la suite (gn(x))n≥0 converge presque sûre-
ment. Notons g la limite, et

g(i)
n (x) = − log(µ(ξ0 = i | ξ−n, ..., ξ−1)(x)).

Soit λ > 0. Notons En = {x | max0≤l≤n−1 gl(x) ≤ λ < gn(x)}, de sorte que

µ({x | sup
n
gn(x) > λ}) =

∑
n≥0

µ(En).

Ensuite

µ(En) =
k∑
i=1

µ(En ∩ {ξ0 = i})

=
k∑
i=1

µ(F (i)
n ∩ {ξ0 = i})

où F (i)
n = {x | max0≤l≤n−1 g

(i)
l (x) ≤ λ < g

(i)
n (x)}.
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Mais alors, F (i)
n ∈ σ({ξl ; −n ≤ l ≤ −1}), donc

µ(F (i)
n ∩ {ξ0 = i}) =

∫
F

(i)
n

µ(ξ0 = i | ξ−n, ..., ξ−1)(x)dµ(x)

=

∫
F

(i)
n

2−g
(i)
n (x)dµ(x)

≤ 2−λµ(F (i)
n ).

Et alors ∑
n≥0

µ(En) ≤ 2−λ
k∑
i=1

∑
n≥0

µ(F (i)
n ) ≤ k2−λ.

Et donc ∫
sup
n≥0

gn(x)dµ(x) =
∑
m∈N

∫
{m≤supn gn<m+1}

sup
n
gn(x)dµ(x)

≤
∑
m∈N

(m+ 1)µ({x | sup
n
gn(x) > m})

≤ k
∑
m∈N

(m+ 1)2−m <∞

On applique ensuite le théorème de convergence dominée ainsi que (43)

E[g] = lim
n−→∞

E[gn] = lim
n−→∞

E

[
1

n

n−1∑
l=0

gl ◦ T l
]

= lim
n−→∞

E
[
− 1

n
log(pn(ξ0, ..., ξn−1))

]
= h(ξ, T ).

Posons GN(x) = supl≥N |gl(x)− g(x)|. On va maintenant vouloir “remplacer” gl
par g. Pour cela on vérifie que, pour tout N ≥ 0 :

lim sup
n−→∞

1

n

n−1∑
l=0

|gl(T l(x))− g(T l(x))| = lim sup
n−→∞

1

n

n−1∑
l=N

|gl(T l(x))− g(T l(x))|

≤ lim sup
n−→∞

1

n

n−1∑
l=N

GN(T l(x))

≤ lim sup
n−→∞

1

n

n−1∑
l=0

GN(T l(x))

= E[GN ] µ-presque partout,
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la dernière égalité provenant du théorème ergodique de Birkhoff. Mais on sait
que GN tend vers 0 presque partout, et la majoration obtenue plus haut permet
d’appliquer le théorème de convergence dominée : E[GN ] −→ 0. Enfin, on a

lim
n−→∞

1

n

n−1∑
l=0

gl(T
l(x)) = lim

n−→∞

1

n

n−1∑
l=0

g(T l(x)) + lim
n−→∞

1

n

n−1∑
l=0

gl(T
l(x))− g(T l(x))

= E[g] µ-presque partout
= h(ξ, T ),

en utilisant de nouveau le théorème de Birkhoff.

4.4 Lemme des mariages

Lemme 4.4. Soit X un ensemble fini et S une famille finie de parties de X comp-
tées avec multiplicité. Il existe une injection f : S −→ X telle que f(s) ∈ s si, et
seulement si,

∀W ⊂ S, #W ≤ #
⋃
A∈W

A.

Remarques. • Si f existe, f(S) est un système de représentants disjoints de
S.

• La condition énoncée dans le théorème est appelée “condition de mariage”.

On trouve une présentation et une preuve de ce résultat sur le site [1].
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1 Histoire du problème
En 1958, Kolmogorov et Sinaï ont introduit la notion d’entropie en théorie er-

godique, que l’on a présentée dans le Chapitre 1 ([Chapitre 1, Remarque 2.2] pour
retrouver la définition sous sa forme originale). La même année, Kolmogorov in-
troduit une deuxième notion importante : les K-systèmes. Il définit un K-système
comme système dynamique (X,F , µ, T ) qui possède un processus générateur ξ
dont la tribu de queue

⋂
n≥1 σ(ξ]−∞,−n]) est triviale. Il existe une définition équi-

valente plus intrinsèque au système : (X,µ, T ) est un K-système si, et seulement
si, tout observable non-trivial ξ0 vérifie h(ξ, µ, T ) > 0 (on peut trouver une preuve
de cette équivalence, ainsi qu’une présentation plus complète de cette notion dans
[2]). Il est aussi équivalent de supposer que le facteur de Pinsker du système est
trivial, le facteur de Pinsker étant la tribu

ΠT = {A ∈ F | h(1A, µ, T ) = 0}.

Le facteur de Pinsker est en fait simplement le plus grand facteur de (X,µ, T )
d’entropie nulle. Un K-système ne possède donc aucun facteur non trivial d’en-
tropie nulle : il est entièrement non-déterministe. Par exemple, les K-systèmes les
plus élémentaires sont les schémas de Bernoulli, car ils vérifient la loi du 0− 1 de
Kolmogorov.

L’entropie est un invariant permettant de quantifier le “chaos” d’un système
dynamique, et de nombreuses questions apparues après son invention avaient pour
but de comprendre la structure de ce “chaos”. La première question, que Kolmo-
gorov pose après avoir prouvé que les schémas de Bernoulli sont des K-systèmes,
était de savoir si tous les K-systèmes sont des schémas de Bernoulli, ce qui impli-
querait que ces systèmes chaotiques sont de structure très simple. Des questions
plus générales ont ensuite émergé, et nous reviendront dessus dans les paragraphes
qui suivent, car elles sont l’objet de l’article étudié dans ce mémoire.

La découverte de l’entropie a d’abord permis d’obtenir des résultats de non-
isomorphisme, et notamment pour les schémas de Bernoulli : deux schémas sché-
mas de Bernoulli isomorphes doivent avoir la même entropie. La réciproque de ce
résultat, montrée par Ornstein ([5], [6]), constitue l’un des succès les plus notables
de la KS-entropie. Mais les ramifications de la théorie d’Ornstein vont bien au delà
des schémas de Bernoulli, et ont profondément impacté l’évolution de la théorie
ergodique. Nous nous contenterons ici de raconter l’histoire de la conjecture de
Pinsker.

Au début des années 1960, Pinsker, qui travaille alors à Moscou avec Kol-
mogorov, montre que tout K-facteur de (X,µ, T ) est indépendant du facteur de
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Pinsker ΠT (je ne donne pas de référence ici car elles sont toutes en Russe). Suite
à ce résultat, bien que l’existence d’un K-facteur ne soit pas encore prouvée, il
émet une conjecture (appelée plus tard “conjecture de Pinsker”) : tout système
d’entropie non-nulle est isomorphe au produit direct de son facteur de Pinsker et
d’un K-système. Quelques années plus tard, Sinaï publie [11] qui semble conforter
cette conjecture : il prouve l’existence d’un facteur de (X,µ, T ) isomorphe à un
schéma de Bernoulli de même entropie que (X,µ, T ). Étant donné le résultat d’in-
dépendance de Pinsker, il aurait suffit de prouver que le facteur construit par Sinaï
et le facteur de Pinsker engendrent la tribu entière pour obtenir un résultat encore
plus fort que la conjecture de Pinsker : (X,µ, T ) serait alors isomorphe au produit
direct de son facteur de Pinsker et d’un schéma de Bernoulli. Cette “conjecture de
Pinsker forte” aurait aussi prouvé que tout K-système est isomorphe à un schéma
de Bernoulli.

Mais cela s’est avéré faux : Ornstein publie un premier exemple de K-système
non-Bernoulli ([9]) qui contredit donc la conjecture de Pinsker forte. Par la suite,
de nombreux autres contre-exemples ont été construits, et il s’avère que la classe
des K-système est très vaste, laissant peu d’espoir pour une classification complète
de ces systèmes. Parmi tous ces contre-exemples, on peut trouver une construction
d’Ornstein ([7]) qui permet de contredire la conjecture de Pinsker. De plus, il
affine ensuite ce résultat en construisant un système mélangeant qui ne vérifie
pas la conjecture de Pinsker ([8]). Ainsi, toutes les hypothèses formulés dans les
premières années de l’étude de l’entropie se sont avérées fausses, révélant une
grande variété de phénomènes possibles.

Une des ramifications des travaux d’Ornstein peut être trouvée dans les tra-
vaux de Thouvenot, qui, à partir de 1975, s’intéresse aux systèmes relativement
Bernoulli et développe une version “relative” de la théorie d’Ornstein. Suite à ces
travaux, dans son article [12] de 1977, il introduit la propriété de Pinsker faible :
pour tout ε > 0, (X,µ, T ) est isomorphe au produit direct d’un schéma de Ber-
noulli et d’un système d’entropie inférieure à ε. Cependant, il se montre prudent
et ne formule pas de conjecture concernant cette propriété. Ensuite, un certain
nombre de résultats sont prouvés sur les systèmes vérifiant cette propriété. Austin
présente une partie de ces résultats dans la [1, Section 16] de son article, et on en
expose un en détails à la fin de ce mémoire (Section 3).

Cependant, durant quatre décennies, on ne sait pas si tous les systèmes véri-
fient la propriété de Pinsker faible. Thouvenot pensait que ce n’était pas le cas,
et aucun résultat ne semblait lui donner tort. Mais, en 2018, Tim Austin publie
un long article sur le sujet ([1]) dans lequel il prouve que tous les systèmes er-
godiques vérifient la propriété de Pinsker faible. La lecture de cet article a été le

3



point de départ de ce mémoire, et je tâche de donner une présentation partielle de
la preuve dans la section suivante.

2 Une présentation de la preuve de Tim Austin
La preuve donnée par Tim Austin regroupe beaucoup de travail de sa part,

et je ne serai donc pas en mesure de tout présenter dans ce mémoire. De plus,
son article est très bien rédigé donc je me permettrai de me reposer sur les preuves
qu’il donne d’un certain nombre de résultats, afin de plutôt détailler la partie finale
de la preuve. Ainsi, pour un certain nombre de résultats qui seront utiles dans les
parties que je souhaite détailler, je me contenterai de recopier les énoncés pour
faciliter la lecture, mais sans fournir de commentaire nouveau. Je tâcherai tout de
même de signaler les résultats dont la preuve n’est pas élémentaire.

2.1 Énoncé du théorème

Tim Austin montre le théorème suivant, un peu plus fort que la propriété de
Pinsker faible :

Théorème 2.1. [Théorème d’Austin] Soit π : (X,µ, T ) −→ (Y, ν, S) une appli-
cation facteur entre systèmes ergodiques. Pour tout ε > 0, il existe une deuxième
application facteur ϕ telle que (X,µ, T ) est relativement Bernoulli par rapport à
π ∨ ϕ, et h(ϕ, µ, T ) ≤ ε.

La définition de "h(ϕ, µ, T )" est celle donnée dans le Chapiter 1 ([Chapitre 1,
Remarque 2.2]).

Austin prouve même une version de ce théorème pour des actions de groupes
autres que Z, mais je ne me suis pas intéressé à ces notions, donc on n’en parlera
pas dans ce mémoire.

On remarque que ce théorème implique bien la conjecture de Pinsker faible : il
suffit de se donner un facteur π d’entropie inférieure à ε

2
et d’appliquer le théorème

avec ε
2

comme paramètre d’erreur. Il serait encore plus simple de prendre le facteur
trivial pour π, mais il ne me semble pas que la preuve soit valable dans ce cas :
on utilise le fait que (Y, ν, S) est un système ergodique et que (Y, ν) est un espace
de Lebesgue sans atomes, ce qui ne peut être vérifié pour le système trivial. En
revanche, pour n’importe quel processus sur (X,µ, T ) à valeurs dans un alphabet
avec au moins deux éléments, les conditions ci-dessus sont vérifiées, et on peut
appliquer le théorème d’Austin.
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2.2 Résultat de concentration de la mesure

Le résultat novateur qui a permis à T. Austin de prouver le Théorème 2.1
concerne les phénomènes de concentration de la mesure. J’en donne ici une pré-
sentation rapide, sans preuves, car ce n’est pas la partie de l’article sur laquelle je
me suis concentré.

On se donne un alphabet fini A et n ≥ 1. Les phénomènes de concentrations
de la mesure s’observent sur les mesures de probabilité sur An, lorsque n devient
grand. Pour les quantifier, introduisons la distance de Hamming

∀a, a′ ∈ An, dn(a, a′) =
1

n
#{i ∈ [n]|ai 6= a′i}, (1)

et la distance de transport associée : ∀µ, ν ∈ Prob(An),

d̄n(µ, ν) = inf

{∫
dn(a, a′)dλ(a, a′);λ est un couplage de µ et ν

}
. (2)

On dira alors qu’une mesure µ ∈ Prob(An) satisfait T (κ, r) (ou la T -inégalité
de paramètres κ et r) si pour tout ν ∈ Prob(An)

d̄n(µ, ν) ≤ 1

κ
D(ν ||µ) + r.

Le résultat utilisé par la suite est [1, Theorem C], que l’on énonce ici

Théorème 2.2. Pour tous ε, r > 0, il existe c > 0 et κ > 0 tels que, pour tout
alphabet A et pour n assez grand, on ait : soit µ ∈ Prob(An), notons, pour
i ∈ [n], µ{i} ∈ Prob(A) les lois marginales de µ et posons

E(µ) =
n∑
i=1

H(µ{i})−H(µ).

Alors il existe une partition

An = U1 ∪ · · · ∪ Um,

telle que

(i) m ≤ cecE ,

(ii) µ(U1) ≤ ε,
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(iii) et pour tout j ∈ {2, ...,m}, µ(Uj) > 0 et µ Uj
satisfait T (κn, r).

Il est crucial que c et κ soient indépendants de l’alphabet A, comme nous
le verrons au moment de l’application de ce théorème. [1, Part I] est dédiée à
la preuve de ce théorème. Cette preuve ne fait appel à aucune notion de théorie
ergodique, il s’agit d’un résultat de probabilités discrètes.

Le contrôle de la partition construite dans le théorème ci-dessus est principa-
lement donné par la grandeur E. Il s’agit d’une grandeur venue de la théorie de
l’information, où on l’appelle corrélation totale et on la note TC(µ) (et cette no-
tation se retrouve dans la preuve du Théorème 2.2, mais nous nous contenteront
de la noter E(µ)). Étant donné que l’on admet le Théorème 2.2, on n’a pas besoin
de connaître en détail ses propriétés, car il nous suffira de la majorer de manière
élémentaire lorsque que nous appliqueront ce théorème (Étape 3 de la preuve de
la Proposition 2.14).

2.3 Extrémalité

Le but de cette partie est de donner les outils pour faire le lien entre le résultat
de probabilités discrètes ci-dessus et le résultat de théorie ergodique que l’on veut
prouver.

2.3.1 Distance de transport

On introduit une généralisation de la définition (2) : soit (K, d) un espace
métrique compact et Prob(K) l’ensemble des mesures de probabilité boréliennes
sur K, que l’on munit de la distance de transport

d̄(µ, ν) = inf

{∫
d(x, y)dλ(x, y) ; λ est couplage de µ et ν

}
. (3)

Une remarque importante est de voir que dans le cas particulier de l’équation (2),
la distance obtenue est la même que celle utilisée dans la théorie d’Ornstein, défi-
nie dans une version relative dans la preuve du [Chapitre 1, Lemme 3.4]. L’utili-
sation des distances de transport permet simplement de donner une définition plus
moderne.

Le résultat classique à connaitre sur cette distance est le théorème de dualité de
Monge-Kantorovic-Rubinstein, dont on peut trouver une preuve dans [3, Theorem
11.8.2] :
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Théorème 2.3. [Dualité de Monge-Kantorovic-Rubinstein] Pour tous µ, ν ∈ Prob(K)

d̄(µ, ν) = sup

{∫
fdµ−

∫
fdν ; f ∈ Lip1(K)

}
.

Nous donnons aussi l’énoncé d’un résultat simple, mais qui sera très utile ([1,
Lemma 4.3] dans l’article de T. Austin) :

Lemme 2.4. Soient (K, dK) et (L, dL) deux espaces métriques compacts, 0 <
α < 1, et définissons la distance suivante sur K × L :

d((x, y), (x′, y′)) := αdK(x, x′) + (1− α)dL(y, y′). (4)

Soient µ ∈ Prob(K), ν ∈ Prob(L) et λ ∈ Prob(K × L). Enfin, notons λK la
marginale de λ sur K, et prenons x 7→ λL,x une loi conditionnelle de λ sachant
la coordonnée sur K.

Alors

d(λ, µ× ν) ≤ αdK(λK , µ) + (1− α)

∫
K

dL(λL,x, ν)λK(dx).

2.3.2 L’extrémalité en théorie de la mesure

Dans cette partie, on donne un résumé de [1, Section 9]. On y définit l’ex-
trémalité comme une notion portant sur des objets de théorie de la mesure (sans
aspects dynamiques). On introduit la notion d’extrémalité, qui permet de reformu-
ler le Théorème 2.2, pour l’appliquer dans la preuve finale.

Soient (Ω,P) un espace de probabilité et X un espace métrique complet et sé-
parable. On note Prob(X) l’ensemble des mesures de probabilité boréliennes sur
X . Un noyau de Ω vers X est une application mesurable pour la tribu engendrée
par la topologie faible sur Prob(X) :

µ• : ω ∈ Ω 7→ µω ∈ Prob(X).

On peut alors définir le croisement d’un noyau µ• et de la mesure de probabilité
P, noté P n µ•, comme une mesure de probabilité sur Ω×X via la formule

P n µ•(A×B) =

∫
A

µω(B)dP(ω).

J’ai inventé le terme "croisement" pour traduire le terme anglais "hook up", mais
je ne sais pas s’il existe un autre terme français pour désigner cet objet.
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Si on a
µ =

∫
µωdP(ω),

on dit que (P, µ•) est une décomposition de µ. On remarque que le croisement
P n µ• est alors un couplage de P et de µ.

Par exemple, si on se donne un espace de probabilité (X,µ), toute partition
(Pi)1≤i≤k deX engendre une décomposition de µ : il suffit de poser Ω = {1, ..., k}
et P = (µ(Pi))1≤i≤k et µi = µ Pi

.

Définition 2.1. Soit (K, d) un espace métrique compact et µ une mesure de pro-
babilité borélienne. On dit que µ est (κ, r)-extrémale si, pour toute décomposition
(P, µ•) de µ, on a∫

d̄(µ, µω)dP(ω) ≤ 1

κ

∫
D(µω ||µ)dP(ω) + r.

On rappelle que la KL-divergence de ν par rapport à µ, D(ν ||µ), vaut ∞ si
ν n’est pas absolument coninue par rapport à µ, et sinon, elle est donnée par la
formule

D(ν ||µ) =

∫
dν

dµ
log

(
dν

dµ

)
dµ.

Les propriétés précises de l’opérateur de KL-divergence D jouent un rôle im-
portant dans la preuve du Théorème 2.2, mais comme nous ne donnons pas ici
la preuve de ce théorème, on pourra ce contenter d’en avoir une compréhension
élémentaire. La fait important dans la Définition 2.1 est que le terme de gauche
est petit pour toutes les décomposition pas trop complexes. Cette idée de décom-
position "pas trop complexe" apparaît plus clairement dans la section suivante,
lorsqu’on introduit l’extrémalité de Thouvenot.

Pour ce qui concerne la KL-divergence, les preuves que l’on détaille dans ce
mémoire reposent uniquement sur la "chain rule" présentée dans le Chapitre 1
([Chapitre 1, Lemme 2.6]), et sur un résultat très simple rappelé par T. Austin ([1,
Lemma 2.2]) qui affirme que

Lemme 2.5. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité etX un ensemble fini. Soit ξ :
Ω −→ X une v.a. de loi µ. On se donne deux sous tribus, G etH, de F telles que
G ⊂ H, et µ• et ν• des lois conditionnelles de ξ sachant G et H respectivement.
Alors ∫

D(νω ||µω)dP(ω) = H(ξ | G)−H(ξ |H).
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En particulier, si ξ et ζ sont deux variables aléatoires telles que µ est la loi de
ξ et µ• est la loi conditionnelle de ξ sachant ζ , l’extrémalité de µ se réécrit∫

d̄(µω, µ)dP(ω) ≤ 1

κ
(H(ξ)−H(ξ | ζ)) + r. (5)

Pour être en mesure de définir la notion d’extrémalité relative, il faut étendre
la Définition 2.1 aux noyaux de mesures.

Définition 2.2. Soient (Y, ν) un espace de probabilité, (K, d) un espace métrique
compact et µ• un noyau de Y vers K. On dit que la paire (ν, µ•) est (κ, r)-
extrémale s’il existe une fonction mesurable

y ∈ Y 7→ ry ∈]0,∞[,

telle que, pour tout y, µy est (κ, ry)-extrémale et∫
rydν(y) ≤ r.

Une formulation qui sera plus agréable par la suite, est de réécrire la définition
ci-dessus dans le cas où µ• est une loi conditionnelle d’une v.a. à valeurs dans K :

Définition 2.3. Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité, (K, d) un espace mé-
trique compact et F : Ω −→ K une fonction mesurable. On se donne une sous-
tribu G et µ• une loi conditionnelle de F par rapport à G. F est relativement
(κ, r)-extrémale par rapport à G si (P, µ•) est (κ, r)-extrémale.

Le résultat clé sera le lemme suivant ([1, Lemma 9.10] dans l’article d’Austin).
Il permet aussi de donner une meilleure compréhension de ces définitions, et c’est
ici que le Lemme 2.5 entre en jeu.

Lemme 2.6. Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité, G ⊂ H deux sous-tribus
de F , (K, d) un espace métrique fini, et F : Ω −→ K mesurable et relativement
(κ, r)-extrémale par rapport à G. On se donne µ• et ν• des lois conditionnelles
de F par rapport à G et H respectivement. On suppose que G et H sont chacune
engendrée par une famille dénombrable de parties de Ω. Alors on a∫

d̄(νω, µω)dP(ω) ≤ 1

κ
(H(F | G)−H(F |H)) + r.

Ce lemme possède aussi un corollaire intéressant :
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Corollaire 2.6.1. Dans le contexte du lemme précédent, on pose

a := H(F | G)−H(F |H).

Alors F est (κ, 2a/κ+ 3r)-extrémale par rapport àH.

Il nous faut encore mentionner un résultat additionnel concernant l’extréma-
lité :

Lemme 2.7. Soient A un ensemble fini et dn la distance de Hamming sur An,
(Y, ν) un espace de probabilité et µ• un noyau de probabilité de Y versAn. Soient
δ > 0, et S ⊂ [n] tel que #S ≥ (1 − δ)n et, pour tout y ∈ Y , µS,y la projection
de µy sur AS . Si (ν, µS,•) est (κ, r)-extrémale, alors (ν, µ•) est (nκ/#S, r + a)-
extrémale.

2.3.3 L’introduction de l’extrémalité en théorie ergodique

On résume ici [1, Section 12], dont le but est de définir l’extrémalité relative
en théorie ergodique. On rappelle que, sauf contre-indication, (X,µ, T ) désigne
un système dynamique ergodique.

Définition 2.4. Soient r, κ > 0. Soient ξ et π deux processus sur (X,µ, T ). On
dit que ξ est relativement (κ, r)-extrémal par rapport à π si, pour tout n assez
grand, ξ[0,n[ est relativement (κn, r)-extrémale par rapport à π[0,n[ (sur l’espace de
probabilité (X,µ)).

Austin n’est pas le premier à introduire la notion extrémalité d’un processus.
Tâchons de voir ce que les définitions antérieures peuvent nous apprendre sur la
définition ci-dessus.

L’extrémalité en théorie ergodique est due, à l’origine, à Thouvenot ([4, De-
finition 6.3, p.220]) et elle donne une caractérisation des schémas de Bernoulli.
Cependant, la formulation donnée par Austin est légèrement différente (en plus
du fait qu’il donne version relative). Dans le reste de cette section, nous allons
tâcher de comparer ces deux formulations.

On dira qu’un processus (T, ξ) est extrémal au sens d’Austin si pour tout r >
0, il existe κ > 0 et n1 ≥ 1 tels que pour tout n ≥ n1, ξ[0,n[ est (κn, r)-extrémale
(c’est-à-dire que la loi de ξ[0,n[ est (κn, r)-extrémale).

On dira qu’un processus (T, ξ) est extrémal au sens de Thouvenot si pour tout
ε > 0, il existe δ > 0 et n1 ≥ 1 tels que pour tout n ≥ n1 et toute v.a. F à valeurs
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dans {1, ..., b2nδc}, il existe E ⊂ {1, ..., b2nδc} tel que µ(F ∈ E) ≥ 1− ε et pour
tout k ∈ E

d̄(λ, λk) ≤ ε,

où λ est la loi de ξ[0,n[ et λk est la loi de ξ[0,n[ sachant que F vaut k.

Proposition 2.8. Un processus extrémal au sens d’Austin est extrémal au sens de
Thouvenot.

Démonstration. Soient (T, ξ) un processus extrémal au sens d’Austin et ε > 0. Il
existe κ > 0 et n1 ≥ 1 tels que pour tout n ≥ n1, ξ[0,n[ est (κn, ε

2

2
)-extrémale. On

se donne ensuite δ > 0 à fixer plus tard et une v.a. F à valeurs dans {1, ..., b2nδc}.
La donnée d’une loi conditionnelle de ξ[0,n[ sachant F , (λk)1≤k≤2nδ , nous donne
une décomposition de la loi de ξ[0,n[, λ, et on lui applique alors l’hypothèse d’ex-
trémalité ainsi que (5) :∑

1≤k≤2nδ
µ(F = k)d̄(λ, λk) ≤

1

κn

∑
1≤k≤2nδ

µ(F = k)D(λk ||λ) +
ε2

2

=
1

κn
(H(ξ)−H(ξ |F )) +

ε2

2

≤ 1

κn
H(F ) +

ε2

2
≤ 1

κn
log(2nδ) +

ε2

2

≤ log(2)δ

κ
+
ε2

2
= ε2, si δ =

κε2

2 log(2)
.

On obtient enfin le résultat par l’inégalité de Markov.

Je ne vois pas de preuve simple pour la réciproque, et Austin n’affirme pas
qu’il en existe. Cependant, par [1, Proposition 13.1], l’extrémalité au sens d’Aus-
tin caractérise aussi les schémas de Bernoulli.

2.3.4 Lien avec la finie détermination

Nous avons déjà étudié en détails la notion de finie détermination dans le Cha-
pitre 1, car elle est au cœur de la théorie d’Ornstein. Il sera agréable d’utiliser par
la suite une définition un peu plus spécifique dans laquelle le "paramètre d’erreur"
ε est fixé :

Définition 2.5. Soit (Y, ν, S) un système ergodique. Un processus (S, ζ) est rela-
tivement ε-finiment déterminé par rapport à un processus (S, π) s’il existe δ > 0
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et n1 ≥ 1, tels que, pour tout système ergodique (X,µ, T ) muni de ξ et π′ tels que
(T, π′) ∼ (S, π) et vérifiant

(i) |d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ δ,

(ii) et |h(π′ ∨ ξ, µ, T )− h(π ∨ ζ, ν, S)| ≤ δ,

on a : d̄((T, ξ), (S, ζ) |π′, π) ≤ ε.

Clairement, un processus (S, ζ) est relativement finiment déterminé si, et seule-
ment si, pour tout ε > 0, il est relativement ε-finiment déterminé. On utilise ce-
pendant cette nouvelle notation car il sera utile dans la suite d’expliciter ε dans les
étapes intermédiaires de la preuve du Théorème d’Austin.

Grâce au résultat [Chapitre 1, Lemme 3.1], la Définition 2.5 est complètement
équivalente à celle donnée par Austin ([1, Definition 11.4]).

Dans la section précédente, j’ai tâché de donner quelques explications et quelques
résultats pour donner au lecteur une compréhension de l’extrémalité, mais les in-
formations les plus éclairantes se trouvent dans [1, Section 13] où T. Austin prouve
qu’un processus relativement extrémal est relativement finiment déterminé ([1,
Proposition 13.1]). Plus précisément, il prouve que :

Proposition 2.9. Soit r > 0. S’il existe κ tel que ξ est relativement (κ, r)-extrémal
par rapport π, alors ξ est relativement (7r)-finiment déterminé par rapport à π.

Remarque 2.1. Il est facile de voir dans la preuve que, au lieu de supposer que ξ
est relativement (κ, r)-extrémal par rapport π, on peut se contenter de supposer :
Il existe t ≥ 1 tel que

(i) ξ[0,t[ est relativement (κt, r)-extrémale par rapport à π[0,t[,

(ii) et on a l’estimation

H(ξ[0,t[ | π[0,t[) < (h(ξ, µ, T | π) + κr) · t.

Il s’agit d’une très petite modification, mais elle nous sera pratique par la suite.

Le résultat particulièrement éclairant est [1, Proposition 13.3], qui donne la
conséquence structurelle fondamentale de l’extrémalité relative. Prenons le temps
de l’énoncer ici. Pour l’énoncer en toute généralité, il faut travailler sur un triplet
(X,µ, T ) tel que µ est T n-invariante (alors que dans le reste du mémoire, toutes
les mesures sont supposées T -invariantes). Avec cette remarque prise en compte,
on a le résultat suivant :
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Proposition 2.10. On se donne deux processus ξ et π sur (X,µ, T ) tels que

(i) ξ[0,n[ est relativement (nκ, r)-extrémale par rapport à π[0,n[,

(ii) et H(ξ[0,n[ |π[0,n[) < h(ξ[0,n[, µ, T
n |π) + κrn.

Alors, pour tout k ∈ N,∫
d̄kn

(
µ π[0,kn[=b[0,kn[

(ξ[0,kn[ = ·),
k−1∏
i=0

µ π[0,n[=b[in,(i+1)n[
(ξ[0,n[ = ·)

)
dν(b) < 2r,

où ν est la loi de π.

Ce résultat s’obtient par k applications du Lemme 2.4, et en utilisant le Lemme
2.6 à chaque étape pour contrôler le terme d’erreur.

Si on analyse ce résultat, on voit qu’il permet de déterminer la loi du pro-
cessus sur une durée arbitrairement grande à partir de la loi des n premières co-
ordonnées, avec un terme d’erreur contrôlé par une estimation de l’entropie du
processus : c’est précisément l’idée de la finie détermination. Pour les détails de
ce raisonnement, on se référera à [1, Subsection 13.2].

2.4 Une finalisation alternative de la preuve

À l’aide des notions introduites ci-dessus, Austin applique ensuite son résultat
de concentration de la mesure (Théorème 2.2) pour prouver le Théorème d’Aus-
tin (Théorème 2.1). Cette construction constitue la majeure partie de [1, Part III].
Dans sa preuve, Austin prouve d’abord son théorème en supposant que (Y, ν, S)
est d’entropie finie et possède un ensemble N -périodique pour tout N ≥ 1 (ce
qu’il appelle Assumption (A)), et étend le résultat au cas général par des argu-
ments d’équivalence orbitale.

Un ensemble F est ditN -périodique si les ensembles T jF, j ∈ {0, ..., N−1},
forment une partition deX mod µ. L’appellation "périodique" est due au fait que
l’on a alors : TNF = F mod µ.

On donne ici une preuve alternative, en remplaçant l’hypothèse (A) par une
application du Théorème de Rohlin (Théorème 2.11 pour être précis). L’idée de
cette preuve vient d’une remarque dans l’article d’Austin ([1, p. 109]) dans la-
quelle il assure qu’un tel raisonnement est possible.

On définit une nouvelle notion, pour remplacer celle d’ensemble périodique :

Définition 2.6. Soit (X,µ, T ) un système ergodique. Un ensemble F est dit (α, β,N)-
presque périodique si :
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(a) les ensembles T jF , j ∈ {0, ..., N − 1}, sont deux-à-deux disjoints,

(b) µ(
⋃N−1
j=0 T

jF ) ≥ 1− β,

(c) et µ(F∆TNF ) ≤ α.

Théorème 2.11. Soit (X,µ, T ) un système ergodique. Pour tous α, β > 0 et N ≥
1, il existe un ensemble F qui est (α, β,N)-presque périodique.

Le Théorème de Rohlin permet de prouver ce résultat car (c) découle de (b),
si β est assez petit. Ainsi, on a pas besoin d’émettre d’hypothèse particulière pour
utiliser un ensemble presque périodique : on peut directement donner une preuve
valable pour tous les systèmes ergodiques.

On commence par un lemme élémentaire, mais bien utile lorsqu’on manipule
des ensembles presque périodiques :

Lemme 2.12. Soient (X,µ, T ) un système ergodique, ξ et π deux v.a. sur X , et
F et G deux parties π-mesurables de X telles que µ(F∆G) ≤ 1/2. On note A
l’alphabet de ξ, et on a :

|Hµ G
(ξ | π)−Hµ F

(ξ | π)| ≤
(

1

µ(F )µ(G)
+

1

µ(G)

)
log(#A)µ(F∆G).

De plus, si µ(G) = µ(F ), on a une meilleure borne :

|Hµ G
(ξ |π)−Hµ F

(ξ | π)| ≤ 1

µ(G)
log(#A)µ(F∆G).

Démonstration. On utilise le fait que F et G soient π-mesurables pour voir que,
pour µ-presque tout x dans F , on a

Eµ F
[1ξ0=a | π ∨ ξ]−∞,0[](x) = Eµ[1ξ0=a |π ∨ ξ]−∞,0[](x),

et pour µ-presque tout x dans G, on a

Eµ G
[1ξ0=a |π ∨ ξ]−∞,0[](x).

Donc :

|Hµ G
(ξ |π)−Hµ F

(ξ |π)| =

∣∣∣∣∣∑
a∈A

∫
{ξ0=a}

log(Eµ[1ξ0=a |π ∨ ξ]−∞,0[]) d(µ F − µ G)

∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣ 1

µ(F )
− 1

µ(G)

∣∣∣∣ log(#A) +
1

µ(G)
µ(F∆G) log(#A)

≤
(

1

µ(F )µ(G)
+

1

µ(G)

)
µ(F∆G) log(#A).
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Dans les manipulations des ensembles périodiques, Austin utilise souvent [1,
Lemma 10.6]. On se donne donc une version adaptée aux ensembles presque pé-
riodiques :

Lemme 2.13. Soient π une application facteur de (X,µ, T ), ξ un processus à
valeurs dans A et F un ensemble (α, β,N)-presque périodique et π-mesurable.
Alors

H(ξ[0,m[ | π ; F ) ≥ H(ξ[0,m[ |π∨ξ]−∞,0[ ; F ) ≥ (h(ξ, µ, T | π)−3β log(#A)) ·m,

où H(ξ |π ;F ) = Hµ F
(ξ |π).

Je donne une preuve qui me semble un peu moins astucieuse que celle d’Aus-
tin.

Démonstration. L’inégalité de gauche est triviale. On se concentre donc sur celle
de droite. On ne va pas s’inspirer de la preuve de [1, Lemme 10.6], on va plutôt
utiliser la définition de l’entropie conditionnelle donnée dans le Chapitre 1 :

Hµ(ξ | A) = −
∑
a∈A

∫
Eµ[1{ξ=a}|A] log(Eµ[1{ξ=a}|A])dµ

= −
∑
a∈A

∫
{ξ=a}

log(Eµ[1{ξ=a}|A])dµ

On commence par utiliser la "chain rule" de l’entropie de Shannon :

H(ξ[0,m[ |π ∨ ξ]−∞,0[ ; F ) =
m−1∑
i=0

H(ξi | π ∨ ξ]−∞,i[ ;F )

=
m−1∑
i=0

H(ξ0 | π ∨ ξ]−∞,0[ ;T iF )

Ensuite on utilise le fait que, pour tout i ∈ {0, ...,m − 1}, T iF soit π-mesurable
pour voir que, pour µ-presque tout x dans T iF , on a

Eµ TiF
[1ξ0=a |π ∨ ξ]−∞,0[](x) = Eµ[1ξ0=a |π ∨ ξ]−∞,0[](x).
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Enfin, on pose G =
⋃m−1
j=0 T

jF , et on a

H(ξ[0,m[ | π ∨ ξ]−∞,0[ ; F ) =
m−1∑
i=0

−
∑
a∈A

∫
{ξ0=a}

log(Eµ[1ξ0=a |π ∨ ξ]−∞,0[])dµ T iF

= −
∑
a∈A

∫
{ξ0=a}

log(Eµ[1ξ0=a | π ∨ ξ]−∞,0[]) m · dµ G

= m ·Hµ G
(ξ0 |π ∨ ξ]−∞,0[),

car µ G = 1
m

∑N−1
i=0 µ T iF . Mais alors, par le Lemme 2.12, on a :

H(ξ[0,m[ |π ∨ ξ]−∞,0[ ; F ) ≥ m · (H(ξ0 | π ∨ ξ]−∞,0[)− 3β log(#A)).

Par une formule classique de la KS-entropie, on conclue

H(ξ[0,m[ | π ∨ ξ]−∞,0[ ; F ) ≥ m · (h(ξ, µ, T | π)− 3β log(#A)).

On est maintenant équipés pour passer à la preuve. Cette preuve étant tech-
nique et longue, on ne donnera pas tous les détails, et on référera le lecteur à
l’article d’Austin pour certains passages.

2.4.1 Application du résultat de concentration de la mesure

On se donne un processus ξ sur (X,µ, T ) à valeurs dans un alphabet fini A.
L’élément clé de la construction est le résultat suivant (à rapprocher de [1, Propo-
sition 14.2]), qui fait usage du Théorème 2.2 :

Proposition 2.14. Pour tous ε > 0, r > 0, il existe un processus ϕ sur (X,µ, T ),
α, β > 0, N ≥ 1, κ > 0, et un ensemble (α, β,N)-presque périodique F ϕ0-
mesurable tels que

(a) h(ϕ, µ, T |π) < ε,

(b) ξ[0,N [ est relativement (κN, r)-extrémal par rapport à (π ∨ ϕ)[0,N [ sur l’es-
pace de probabilité (X,µ F ),

(c) H(ξ[0,N [ | (π ∨ ϕ)[0,N [ ; F ) < (h(ξ, µ, T | π ∨ ϕ) + rκ) ·N
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(d) et on a les estimations :

(i) α ≤ min

{
κr2

10(H(π0) + log(2))
,
r2

10

}
et (ii) β ≤ κr

3 log(#A)

.

Étant donnée la longueur de la preuve, Austin découpe la preuve en plusieurs
étapes, et nous allons faire de même :

• Étape 0 : Schéma de la preuve

On décompose AN : on écrit N comme N = nl et alors

AN = Al × · · · × Al︸ ︷︷ ︸
n fois

= Ãn.

On voit donc AN comme le produit de n copies du bloc Ã = Al. On utilise le fait
que l’entropie l 7→ H(ξ[0,l[ |π[0,l[) est asymptotiquement linéaire pour choisir l tel
que

H(ξ[0,l[ | π[0,l[) ≈ h(ξ, µ, T |π) · l.

Cette approximation a pour conséquence :

H(ξ[0,nl[ |π[0,nl[) ≈
n−1∑
j=0

H(ξ[jl,(j+1)`[ |π[jl,(j+1)l[).

On choisit ensuite un ensemble F presque-périodique tel que cette estimation soit
aussi vraie lorsqu’on se restreint à F :

H(ξ[0,nl[ |π[0,nl[ ; F ) ≈
n−1∑
j=0

H(ξ[jl,(j+1)l[ | π[jl,(j+1)l[ ; F ). (6)

On travaille à partir de maintenant sur l’espace de probabilité (X,µ F ). On dé-
compose alors la loi de ξ[0,N [ par rapport à π[0,N [ :

λ̃(a |b) = µ {π[0,N [=b}∩F (ξ[0,N [ = a),

pour a ∈ AN et b ∈ BN . Par (6), on voit que∫
E(λ̃(· |b))dν̃(b) ≤ δ2N, (7)
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pour un petit paramètre δ.
On applique ensuite le Théorème 2.2 à la famille de mesures (λ̃(· |b))b∈BN ,

pour obtenir une famille de partitions de Ãn

∀b ∈ BN , Ãn = Ub,1 ∪ · · · ∪ Ub,mb .

Grâce à (7) et un bon choix de δ, on sait que, pour la plupart des b ∈ BN ,

mb ≤ exp(εN). (8)

En transposant ces partitions à travers ξ et π, on construit un nouveau proces-
sus ψ sur X . Et alors, par construction,

(b, j) 7→ λ̃(· |b) Ub,j

est un loi conditionnelle de ξ[0,N [ sachant (ψ ∨ π)[0,N [ sur (X,µ F ). Donc, par le
Théorème 2.2, ξ[0,N [ est relativement (κN, 3r)-extrémale par rapport à (ψ∨π)[0,N [

sur (X,µ F ).
Ensuite, l’estimation de l’entropie découle de (8) et du Lemme 2.13 :

h(ψ, µ, T ) ≤ 1

N
H(ψ[0,N [ ; F ) ≤ 1

N
log(m) < ε,

(cette ligne étant un peu trop simplifiée pour être rigoureuse).
Pour finir, on pose τ le processus engendré par F et ϕ := τ∨ψ. Les conditions

(c) et (d) s’obtiennent par un choix judicieux des paramètres au cours de cette
preuve.

• Étape 1 : Choix des paramètres

On peut supposer que ε est inférieur à log(2). On se donne ensuite un certain
nombre de paramètres, qui ne seront plus modifiés ensuite :

(P1) (Constantes données par le Théorème 2.2) Soient c0 et κ0 les constantes
fournies par le Théorème 2.2 lorsque les deux les deux termes d’erreurs
valent r. On voit ici qu’il est important de pourvoir les choisir indépendam-
ment de l’alphabet auquel on va appliquer le Théorème 2.2. On introduit
alors un nouveau terme d’erreur δ < min{ε/c0, r/2}.

18



(P2) Grâce à [Chapitre 1, Lemme 2.4], on fixe une première échelle de temps
l ∈ N suffisamment grande pour avoir

H(ξ[0,l[ |π[0,l[) < (h(ξ, µ, T |π) + δ2/4) · l.

On fixe ensuite κ = κ0/l. On pose aussi Ã = Al, et c’est à cet alphabet que
l’on appliquera le Théorème 2.2.

(P3) On choisit une nouvelle échelle de temps n ∈ N suffisamment grande pour
avoir :

(P3.1) une deuxième estimation de l’entropie

H(ξ[0,nl[ |π[0;nl[) < (h(ξ, µ, T |π) + rκ/4) · nl,

(P3.2) n est assez grand pour appliquer le Théorème 2.2 à Ãn,

(P3.3) comme δ < ε/c0, on peut demander :

c0 exp(c0δnl) < exp(εnl),

(P3.4) et on prend n assez grand pour avoir

log(nl + 1)

nl
< ε.

On pose alors N = nl.

(P4) On fixe les termes d’erreurs α et β :

(P4.1)

α ≤ min

{
κr2

10(H(π0) + log(2))
,
r2

10

}
,

(P4.2) on veut que β ≤ min{1/2, r} ainsi que

(i) β ≤ min{δ2, κr}
12 log(#A)

et (ii) c0 exp(c0δN) · 23βN < exp(εN),

(P4.3) et on veut avoir
log(N + 1)β < ε.
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Le choix fait ci-dessus de se donner deux échelles de temps l et n est très
important : la partition donnée par le Théorème 2.2 sera la base de la construction
du nouveau processus, et le fait que ce processus ait une petite entropie découlera
du fait que cette partition comporte peu d’éléments. Or, le nombre d’éléments dans
cette partition est contrôlée par la corrélation totale E , qui évalue la corrélation
entre les projections sur chaque coordonnée de Ãn. La majoration deE découle de
(P2), donc si on avait appliqué ce théorème directement à AN , on aurait eu aucun
moyen de majorer E. Ainsi, il est plus intéressant de voir AN comme le produit
de n copies de Al que de le voir comme le produit de N copies de A (bien que
AN = Anl = Ãn). Les détails de cette explication qualitative apparaissent dans
les étapes 3 et 4 de cette preuve.

Bien que l’on ne donne pas tous les détails de la preuve, on fera en sorte de
signaler les endroits où chacune de ces estimations est utilisée.

• Étape 2 : Choix d’un ensemble presque périodique

C’est ici que le Théorème 2.11 intervient : on se donne un ensemble F0 sur X ,
(α, β,N)-presque périodique et π-mesurable. Comme les ensembles T iF0, i ∈
{0, ..., N − 1} forment une partition de X , l’entropie de Shannon sur X peut être
obtenue comme la moyenne des entropies sur chaque T iF0. Ainsi, par l’inégalité
de Markov et le lemme des tiroirs, les estimations (P2) et (P3.1) montrent qu’il
existe i ∈ {0, ..., N − 1} tel que

H(ξ[0,N [ |π[0,N [ ; T
iF0) < (h(ξ, µ, T | π) + rκ) ·N, (9)

et
1

n

n−1∑
j=0

H(ξ[0,l[ | π[0;l[ ; T i+jlF0) < (h(ξ, µ, T |π) + δ2) · l. (10)

Ce résultat correspond à [1, Lemma 14.3]. Austin le fait dans le cas d’un en-
semble périodique, mais dans le cas de notre ensemble presque périodique, son
raisonnement marche aussi, en remplaçant [1, Lemma 10.6] par le Lemme 2.13 et
en faisant apppel à (P4.2)(i). On pose alors F = T iF0, qui est encore un ensemble
(α, β,N)-presque périodique.

• Étape 3 : Contrôle des paramètres du Théorème 2.2

Cette étape me semble particulièrement importante, et est auto-contenue, je
vais donc la présenter en détails. C’est ici que l’on introduit les mesures auxquelles
on appliquera le Théorème 2.2. Il s’agit du noyau de mesures suivant :

λ̃(a |b) = µ {π[0,N [=b}∩F (ξ[0,N [ = a),
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pour a ∈ Ãn et b ∈ BN . C’est un noyau de BN vers Ãn. On lui associe la mesure
de probabilité sur BN suivante :

ν̃(b) = µ F (π[0,N [ = b).

Le but de cette étape est de montrer le résultat suivant :

Lemme 2.15. On pose W ⊂ BN l’ensemble des mots b ∈ BN tels que :

ν̃(b) > 0 et E(λ̃(· | b)) ≤ Nδ.

Alors ν̃(W ) ≥ 1− 2δ.

Il est important de rappeler que l’on regarde λ̃(· |b) comme une mesure sur
Ãn, et que les lois marginales qui apparaissent dans la définition de E sont les
projections de λ̃(· |b) sur chaque coordonnée de Ãn, et non pas sur celles de AN .

Démonstration. Pour tout b tel que ν̃(b) > 0, λ̃(· |b) est la loi de ξ[0,N [ sachant
l’événement {π[0,N [ = b} ∩ F . Les marginales qui apparaissent dans la définition
de E(λ̃(· |b)) sont alors les lois des variables aléatoires

ξ[0,l[, ..., ξ[(n−1)l,nl[,

sachant l’événement {π[0,N [ = b} ∩ F . Ainsi la corrélation totale s’écrit :

E(λ̃(· |b)) =
n−1∑
i=0

Hµ(ξ[il,(i+1)l[ ; {π[0,N [ = b}∩F )−Hµ(ξ[0,N [ ; {π[0,N [ = b}∩F ).

On voit facilement, par la définition de l’entropie conditionnelle, qu’en intégrant
l’égalité ci-dessus, on obtient∫

E(λ̃(· |b))dν̃(b) =
n−1∑
i=0

Hµ(ξ[il,(i+1)l[ | π[0,N [ ;F )−Hµ(ξ[0,N [ |π[0,N [ ;F ).

On peut ensuite majorer le terme de droite pour avoir :∫
E(λ̃(· |b))dν̃(b) ≤

n−1∑
i=0

Hµ(ξ[il,(i+1)l[ | π[il,(i+1)l[ ;F )−Hµ(ξ[0,N [ |π[0,N [ ;F )

=
n−1∑
i=0

Hµ(ξ[0,l[ |π[0,l[ ;T ilF )−Hµ(ξ[0,N [ | π[0,N [ ;F )

≤ (h(ξ, µ, T |π) + δ2) ·N −Hµ(ξ[0,N [ | π[0,N [ ;F ),
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où la dernière inégalité provient de (10). Enfin, le Lemme 2.13 donne∫
E(λ̃(· |b))dν̃(b) ≤ δ2N + 3β log(#A)N ≤ 2δ2N,

en utilisant de nouveau (P4.2)(i). Le résultat du lemme découle alors par l’inéga-
lité de Markov.

On remarque dans cette preuve l’application cruciale de (10), qui prouve l’in-
térêt d’utiliser l’alphabet Ã plutôt que A.

Grâce à ce résultat, on sait que l’on pourra appliquer le Théorème 2.2 aux
mesures choisies et avoir un bon contrôle sur la plus part des partitions obtenues.
C’est ce que l’on fait dans l’étape suivante.

• Étape 4 : Application du Théorème 2.2

Soit b ∈ BN . On considère alors deux cas

• Si b ∈ W :

Par le Théorème 2.2, il existe mb et une partition de Ãn en mb éléments :

Ãn = Ub,1 ∪ · · · ∪ Ub,mb ,

telle que

(i) mb ≤ c0e
c0δN ≤ eεN , la deuxième inégalité provenant de (P3.3),

(ii) λ̃(Ub,1 |b) ≤ r,

(iii) et pour tout j ∈ {2, ...,mb}, λ̃(Uj |b) > 0 et λ̃(· |b) Ub,j
satisfait T (κ0n, r).

Ici, on a utilisé (P3.2).
On va maintenant cesser d’utiliser Ã et considérer AN naturellement comme

le produit de N copies de A. Cependant, une discussion est nécessaire ici : la
distance de Hamming, définie par la formule (1), n’est pas la même sur AN et sur
Ãn. Notons dN la distance de Hamming sur AN et dn celle sur Ãn, et vérifions
rapidement que dN ≤ dn : soient a, a′ ∈ AN

dN(a, a′) =
1

N
#{i ∈ [0, N [ | ai 6= a′i}

≤ 1

N
l#{j ∈ [0, n[ | (ajl, ..., ajl+l−1) 6= (a′jl, ..., a

′
jl+l−1)}

=
1

n
#{j ∈ [0, n[ | (ajl, ..., ajl+l−1) 6= (a′jl, ..., a

′
jl+l−1)} = dn(a, a′).
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Donc on aura aussi d̄N ≤ d̄n, donc si λ̃(· |b) Ub,j
satisfait T (κ0n, r) pour la dis-

tance dn, elle la satisfait aussi pour la distance dN . De plus, comme on a κ = κ0/l,
on peut alors dire que λ̃(· |b) Ub,j

satisfait T (κN, r). Enfin, quitte à rajouter un cr-
tain nombe de copies de l’ensemble vide, on peut supposer qu’il existem vérifiant
(i) et tel que mb = m, pour tout b ∈ W .

• Si b /∈ W :

Dans ce cas, on se contente de choisir une partition de Ãn en m éléments quel-
conque.

On peut alors définir Ψ : BN × AN −→ {1, ...,m} par

Ψ(b, a) = j si a ∈ Ub,j,

puis Φ : F −→ {1, ...,m} par la formule

Φ(x) := ψ(π[0,N [(x), ξ[0,N [(x)).

Cette construction terminée, on a le résultat suivant (qui correspond à [1,
Lemma 14.5] dans l’article d’Austin) :

Affirmation 2.15.1. On a construit Φ de sorte que ξ[0,N [ soit relativement (κN, 3r)-
extrémale par rapport à π[0,N [ ∨ Φ sur l’espace de probabilité (X,µ F ).

En effet, par construction, la famille

λb,j = λ̃(· |b) Ub,j
, b ∈ BN et j ∈ {1, ...,m},

est une loi conditionnelle de ξ[0,N [ sachant π[0,N [∨Φ (ce fait est détaillé par Austin
dans la preuve de [1, Lemma 14.5]). Par le Théorème 2.2, on sait que la plus part
de ces mesures satisfont T (κN, r). Plus précisément, on a

µ F (π[0,N [ ∨ Φ ∈ {(b, j) |λb,j satisfait T (κN, r)})
≥ 1− µ F (π[0,N [ /∈ W )− µ F (π[0,N [ ∈ W et Φ ∈ Uπ[0,N [,1)

≥ 1− 2δ − r ≥ 1− 2r,

où l’avant-dernière inégalité s’obtient par le Théorème 2.2 et le Lemme 2.15. La
dernière inégalité découle du choix de δ fait dans (P1).

On laisse le lecteur se convaincre que toute mesure sur AN satisfait T (κ′, 1)
pour tout κ′, et en particulier elle satisfait T (κN, 1). En remarquant que toute
mesure satisfaisant T (κN, r) est (κN, r)-extrémale, on conclue que ξ[0,N [ est bien
relativement (κN, 3r)-extrémal par rapport à π[0,N [∨Φ sur l’espace de probabilité
(X,µ F ), et l’affirmation est donc démontrée.
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• Étape 5 : Construction du nouveau processus

À ce stade, on a construit une variable aléatoire Φ sur F , et pas encore un
processus. Pour construire le processus, on va utiliser un procédé auquel on a déjà
eu recours de nombreuses fois dans la théorie d’Ornstein ([Chapitre 1, Section 3]).
Pour cela, on va ré-indexer Φ : comme m ≤ eεN et ε ≤ log(2), on peu choisir
un ensemble S ⊂ {0, 1}[0,N [ de cardinal m. On peut alors supposer que Φ est à
valeurs dans S. Maintenant que Φ est indexée par des suites de N éléments, on
peut construire une variable aléatoire ψ0 sur

⋃N−1
j=0 T

jF telle que :

ψ[0,N [ F
= Φ. (11)

On étend alors ψ0 à X tout entier de manière arbitraire, en s’assurant simplement
que ψ0 est ξ∨π-mesurable. Une dernière modification est nécessaire : on introduit
le processus engendré par τ0 : X −→ {0, ..., N−1, N} engendrée par F , que l’on
définit par

τ(x) = j si x ∈ T jF, pour j ∈ {1, ..., N − 1}, (12)

et

τ(x) = N si x /∈
N−1⋃
j=0

T jF. (13)

Enfin, on pose ϕ := ψ ∨ τ . On remarque bien que c’est un changement mineur,
car ϕ ∨ π et ψ ∨ π engendrent le même facteur (car F est π-mesurable), mais il
permet d’assurer que F est ϕ0-mesurable.

Démonstration de la Proposition 2.14. Il nous reste à montrer que le processus
ϕ construit ci-desssus vérifie les conditions (a), (b) et (c) de la proposition (la
condition (d) est déjà vérifiée par (P4)).
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On commence par majorer l’entropie de τ :

h(τ, µ, T ) = H(τ0 | τ]−∞,0[)

=

∫
−

N∑
j=0

E[1τ0=j | τ]−∞,0[ = b]−∞,0[] log(E[1τ0=j | τ]−∞,0[ = b]−∞,0[])dθ(b)

≤ log(N + 1)

(
1

N
+ β

)
+

∫
b−1∈{0,...,N−2}

−
N∑
j=0

1τ0=j log(E[1τ0=j | τ]−∞,0[ = b]−∞,0[])dθ(b)

= log(N + 1)

(
1

N
+ β

)
,

car si τ−1 ∈ {0, N − 2}, on a τ0 = τ−1 + 1 µ-p.s.. Et alors, par (P3.4) et (P4.3),
on a

h(τ, µ, T ) < 2ε.

Ensuite, on a
h(ϕ, µ, T ) ≤ h(ψ, µ, T | τ) + h(τ, µ, T ).

De plus, en utilisant le Lemme 2.13 et (11) :

h(ψ, µ, T | τ) ≤ 1

N
H(ψ[0,N [ ; F ) + 3β log(2)

=
1

N
H(Φ ; F ) + 3β log(2) ≤ 1

N
log(#S) + 3β log(2) < ε,

la dernière inégalité provenant de (P4.2)(ii). Donc

h(ϕ, µ, T ) < 3ε.

Les lois conditionnelles de ξ[0,N [ sachant (π ∨ ϕ)[0,N [ et celles sachant (π ∨
ψ)[0,N [ sur l’espace de probabilité (X,µ F ) sont les mêmes, car τ est constante
sur F . En effet, si µ• est une loi conditionnelle de ξ[0,N [ sachant (π ∨ψ)[0,N [, alors
elle est caractérisée par : pour tout (b, c) ∈ (B × {0, 1})[0,N [∫

(π∨ψ)[0,N [=(b,c)
µx(·)dµ F (x) = µ F ({(π ∨ ψ)[0,N [ = (b, c)} ∩ {ξ[0,N [ ∈ ·}).
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Il est alors clair que, comme τ est constante sur F , on peut écrire : pour tout
(b, c) ∈ (B × {0, 1})[0,N [ et pour tout j ∈ {0, ..., N}∫
(π∨ψ)[0,N [=(b,c),τ=j

µx(·)dµ F (x) = µ F ({(π∨ψ)[0,N [ = (b, c)}∩{τ = j}∩{ξ[0,N [ ∈ ·}),

ce qui prouve que µ• est une loi conditionnelle de ξ[0,N [ sachant (π ∨ ϕ)[0,N [.
Ensuite, l’Affirmation 2.15.1 nous permet de conclure que ξ[0,N [ est relativement
(κN, 3r)-extrémale par rapport à (π ∨ ϕ)[0,N [ sur l’espace (X,µ F ).

Vérifions que l’inégalité (c) est vérifiée. Par construction, sur F , ψ[0,N [ est
(ξ ∨ π)[0,N [-mesurable, et par conséquent, on a par la "chain rule"

H(ξ[0,N [ ∨ ψ[0,N [ | π[0,N [ ; F ) = H(ξ[0,N [ |π[0,N [ ; F ) +H(ψ[0,N [ | ξ[0,N [ ∨ π[0,N [ ; F )

= H(ξ[0,N [ |π[0,N [ ; F ).

En utilisant ce résultat, encore la "chain rule" et le fait que τ[0,N [ est constant sur
F , on a

H(ξ[0,N [ | (π ∨ ϕ)[0,N [ ; F ) = H(ξ[0,N [ | (π ∨ ψ)[0,N [ ; F )

= H(ξ[0,N [ ∨ ψ[0,N [ | π[0,N [ ; F )−H(ψ[0,N [ |π[0,N [ ; F )

= H(ξ[0,N [ |π[0,N [ ; F )−H(ψ[0,N [ | π[0,N [ ; F )

Alors, par (9) et le Lemme 2.13, on a

H(ξ[0,N [ | (π ∨ ϕ)[0,N [ ; F ) ≤ (h(ξ, µ, T | π) + κr) ·N − h(ψ, µ, T |π) ·N + 3β log(2)N

= (h(ξ, µ, T | π)− h(ψ, µ, T |π) + 2κr) ·N,

en utilisant une fois de plus (P4.2)(i). En appliquant la "chain rule" de la KS-
entropie, on a

h(ξ, µ, T | π)−h(ψ, µ, T | π) ≤ h(ξ∨ψ, µ, T |π)−h(ψ, µ, T |π) = h(ξ, µ, T |π∨ψ),

et donc

H(ξ[0,N [ | (π ∨ ϕ)[0,N [ ; F ) ≤ (h(ξ, µ, T |π ∨ ψ) + 2κr) ·N
= (h(ξ, µ, T |π ∨ ϕ) + 2κr) ·N.

Et comme 2r < 3r, on a prouvé la proposition avec les termes d’erreur de 3ε et
3r, mais comme ε et r sont arbitrairement petits, cela prouve la proposition.
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2.4.2 Un ajustement de la Proposition 2.10

La construction du processus ϕ dans la section précédente contient tous les
arguments importants de la preuve de la propriété de Pinsker faible, mais mal-
heureusement, le résultat n’est pas suffisant à cause des conditions (b) et (c) dans
lesquelles on travail sur l’espace de probabilité (X,µ F ) et non (X,µ). Le but de
cette section est de corriger ce problème.

La première étape est de prouver une variante de la Proposition 2.10 qu’Austin
utilise dans le cas où F est un ensemble périodique. Plus précisément :

Proposition 2.16. Dans le contexte de la Proposition 2.14, on pose π̃ = π ∨ ϕ et
on a∫
d̄kN

(
µ F∩{π̃[0,kN [=b[0,kN [}(ξ[0,kN [ = ·),

k−1∏
i=0

µ F∩{π̃[0,N [=b[iN,(i+1)N [}(ξ[0,N [ = ·)

)
dν(b)

< 3r + 8αk,

avec ν = π̃∗µ F .

Démonstration. La preuve que l’on donne ici va principalement suivre la preuve
de [1, Proposistion 13.3], en ajoutant quelques estimations supplémentaires. On
prouve par récurrence sur k l’assertion suivante : pour tout S ⊂ Z tel que [0, kN [⊂
S, on a

Ik,S :=

∫
d̄kN

(
µ F∩{π̃S=bS}(ξ[0,kN [ = ·),

k−1∏
i=0

µ F∩{π̃[0,N [=b[iN,(i+1)N [}(ξ[0,N [ = ·)

)
dν(b)

< 3r + 8αk.

Soit k ≥ 1. On traite le cas k = 1 en même temps que les autres. On suppose le
résultat vrai pour k − 1 et on va montrer qu’il est vrai pour k, et si k = 1, on ne
suppose rien du tout.

Soit S tel que [0, kN [⊂ S. Pour b ∈ BS et a ∈ (AN)(k−1), on pose

λ(· |b, a) := µ F∩{π̃S=b}∩{ξ[0,(k−1)N [=a}(ξ[(k−1)N,kN [ = ·).

Si k = 1, on ignore a, et on pose λ(· |b) := µ F∩{π̃S=b}(ξ[0,N [ = ·). On a construit
λ(· | ·, ·) de sorte que, pour tout b,

a ∈ (AN)(k−1) 7→ λ(· |b, a) ∈ Prob(AN)
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soit une loi conditionnelle de ξ[(k−1)N,kN [ sachant ξ[0,(k−1)N [ sur l’espace de pro-
babilité (X,µ F∩{π̃S=b}). Alors le Lemme 2.4 donne l’estimation

Ik,S ≤
k − 1

k
Ik−1,S

+
1

k

∫
BZ

∫
(AN )(k−1)

d̄N

(
λ(· | bS, a), µ F∩{π̃[0,N [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[0,N [ = ·)

)
dµ F∩{π̃S=bS}(ξ[0,(k−1)N [ = a)dν(b)

Par l’hypothèse de récurrence, on peut majorer Ik−1,S :

Ik−1,S ≤ 3r + 8α(k − 1). (14)

Il nous reste à traiter le second terme. Par l’inégalité triangulaire, il est inférieur à

1

k

∫
BS

∫
(AN )(k−1)

d̄N

(
λ(· |b, a), µ F∩{π̃[(k−1)N,kN [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[(k−1)N,kN [ = ·)

)
dµ F ({ξ[0,(k−1)N [ = a} ∩ {πS = b})

+
1

k

∫
BZ

∫
(AN )(k−1)

d̄N

(
µ F∩{π̃[(k−1)N,kN [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[(k−1)N,kN [ = ·),

µ F∩{π̃[0,N [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[0,N [ = ·)
)
dµ F∩{π̃S=bS}(ξ[0,(k−1)N [ = a)dν(b)

=
1

k
(J1 + J2).

Majorons d’abord J2 :

J2 =

∫
BZ
d̄N

(
µ F∩{π̃[(k−1)N,kN [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[(k−1)N,kN [ = ·),

µ F∩{π̃[0,N [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[0,N [ = ·)
)
dν(b)

=

∫
BZ
d̄N

(
µ T (k−1)NF∩{π̃[0,N [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[0,N [ = ·),

µ F∩{π̃[0,N [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[0,N [ = ·)
)
dν(b)

≤
∫
BZ

2
µ((F∆T (k−1)NF ) ∩ {π̃[0,N [ = b[(k−1)N,kN [})

µ(F ∩ {π̃[0,N [ = b[(k−1)N,kN [})
dν(b)

= 2
µ(F∆T (k−1)N)

µ(F )
≤ 2(k − 1)α.
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Ensuite, J1 peut être majoré grâce au Lemme 2.6. Il faut tout de même faire at-
tention lorsqu’on fait cela : ξ[0,N [ est relativement (κN, r)-extrémale par rapport
à π̃[0,N [ sur (X,µ F ), donc, par T -invariance de µ, ξ[(k−1)N,kN [ est relativement
(κN, r)-extrémale par rapport à π̃[(k−1)N,kN [ sur (X,µ T−(k−1)NF ). Il faut donc
s’assurer qu’on utilise les bonnes mesures de probabilité. Pour cela, on écrit :

J1 ≤
∫
BS

∫
(AN )(k−1)

d̄N

(
µ T−(k−1)NF∩{π̃S=b}∩{ξ[0,(k−1)N [=a}(ξ[(k−1)N,kN [ = ·),

µ T−(k−1)NF∩{π̃[(k−1)N,kN [=b[(k−1)N,kN [}(ξ[(k−1)N,kN [ = ·)
)

dµ T−(k−1)NF ({ξ[0,(k−1)N [ = a} ∩ {πS = b})
+ 6α(k − 1),

où on a utilisé des estimations similaires à celle utilisée pour majorer J2.
Mais alors, les deux noyaux de mesures qui apparaissent dans d̄N sont des lois

conditionnelles de ξ[(k−1)N,kN [ sachant

π̃S ∨ ξ[0,(k−1)N [ et π̃[(k−1)N,kN [

respectivement sur l’espace de probabilité (X,µ T−(k−1)NF ). Pour appliquer le
Lemme 2.6, il nous faut l’estimation :

H(ξ[(k−1)N,kN [ | π̃S∨ξ[0,(k−1)N [ ; T
−(k−1)NF )

≥ H(ξ[(k−1)N,kN [ | π̃ ∨ ξ]−∞,(k−1)N [ ; T
−(k−1)NF )

= H(ξ[0,N [ | π̃ ∨ ξ]−∞,0[ ; F )

≥ (h(ξ, µ, T | π̃)− 3β log(#A)) ·N
≥ (H(ξ[0,N [ | π̃[0,N [ ; F )− κr − 3β log(#A)) ·N
≥ (H(ξ[(k−1)N,kN [ | π̃[(k−1)N,kN [ ; T

−(k−1)N)− 2κr) ·N,

pour laquelle on a utilisé le Lemme 2.13 et (c) et (d)(ii) de la Proposition 2.14. Le
Lemme 2.6 donne alors :

J1 ≤ 3r + 6α(k − 1).

En utilisant les majorations de J1, J2 et (14), on a

Ik,S ≤ 3r +
k − 1

k
(8α(k − 1) + 8α) ≤ 3r + 8αk.
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En utilisant les résultats de la Section 2.3.2, on peut alors montrer que :

Proposition 2.17. Soient (X,µ, T ) un système ergodique et ξ et π deux processus
sur X . Pour tous ε > 0, r > 0, il existe un processus ϕ sur (X,µ, T ), t ≥ 1 et
κ > 0 tels que

(i) h(ϕ, µ, T ) < ε,

(ii) ξ[0,t[ est relativement (κt, r)-extrémale par rapport à (π ∨ ϕ)[0,t[,

(iii) et H(ξ[0,t[ | (π ∨ ϕ)[0,t[) < (h(ξ, µ, T | π ∨ ϕ) + κr) · t.

Démonstration. Posons r′ = r/72, et on considère le processus ϕ donné par la
Proposition 2.14 pour les paramètres d’erreur ε et r′. On pose de nouveau π̃ =
π ∨ ϕ. Par la condition (d)(i) de la Proposition 2.14, il existe un entier k tel que

(A) k ≥ max

{
2(H(π0) + log(2))

κr′
,

1

r′

}
et (B) αk ≤ min{1, κ}r′.

On pose alors t = (k + 1)N .
Par les lemmes [1, Lemma 9.7, Lemma 9.8] énoncés par Austin, l’estima-

tion de la Proposition 2.16 et la condition (c) de la Proposition 2.14 implique
que ξ[0,kN [ est relativement (κkN, 7r′ + 16αk)-extrémale par rapport à π̃[0,kN [ sur
l’espace de probabilité (X,µ F ). Mais alors, par T -invariance de µ et (B), pour
j ∈ {0, ..., N − 1}, ξ[j,kN+j[ est relativement (κkN, 23r′)-extrémale par rapport à
π̃[j,kN+j[ sur l’espace de probabilité (X,µ T−jF ). Fixons j ∈ {0, ..., N − 1}.

Ensuite, on va appliquer le Corollaire 2.6.1. Pour cela, on a l’estimation :

H(ξ[j,kN+j[ | π[j,kN+j[)−H(ξ[j,kN+j[ |π[0,t[) ≤ H(π̃[0,j[ ∨ π̃[kN+j,t[) ≤ NH(π̃0).

Par le Corollaire 2.6.1, on voit que ξ[j,kN+j[ est relativement (κkN, 2NH(π̃0)
κkN

+
69r′)-extrémale par rapport à π̃[0,t[. Par (A), ces paramètres sont plus forts que

(κkN, 70r′) .

Enfin, on peut utiliser le Lemme 2.7 pour voir que ξ[0,t[ est relativement ( t·κkN
kN

=
κt, 69r′ + 1

k+1
)-extrémale par rapport à π̃[0,t[.

Donc, par (A), on a montré que, pour tout j ∈ {0, ..., N −1}, ξ[0,t[ est relative-
ment (κt, 71r′)-extrémale par rapport à π̃[0,t[ sur l’espace de probabilité (X,µ T−jF ).

Mais cela implique que ξ[0,t[ est relativement (κt, 71r′+β)-extrémale par rap-
port à π̃[0,t[∨τ0 sur l’espace de probabilité (X,µ), où τ0 est la v.a. engendrée par F
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(voir (12) et (13)). Mais τ0 est ϕ0-mesurable, donc elle est π̃[0,t[-mesurable, donc
π̃[0,t[ et π̃[0,t[ ∨ τ0 engendrent la même tribu.

Finalement, comme β ≤ r′, ξ[0,t[ est relativement (κt, 72r′ = r)-extrémale par
rapport à π̃[0,t[ sur l’espace de probabilité (X,µ).

Il nous reste à montrer (iii). Pour cela, on commence par poserG =
⋃N−1
j=0 T

−jF ,
ρ = ξ ∨ π et par estimer

H(ϕ[0,t[ | ρ[0,t[) ≤ H(ϕ[0,t[ | ρ[0,t[ ; G) + 3β log(2)t

≤ 1

N

N−1∑
j=0

H(ϕ[0,t[ | ρ[0,t[ ; T−jF ) + κr′t

=
1

N

N−1∑
j=0

H(ϕ[−j,t−j[ | ρ[−j,t−j[ ; F ) + κr′t

≤ H(ϕ[0,kN [ | ρ[0,kN [ ; F ) + log(2) + κr′t

≤
k−1∑
i=0

H(ϕ[i,(i+1)N [ | ρ[i,(i+1)N [ ; F ) + log(2) + κr′t

=
k−1∑
i=0

H(ϕ[0,N [ | ρ[0,N [ ; T
iNF ) + log(2) + κr′t

≤
k−1∑
i=0

H(ϕ[0,N [ | ρ[0,N [ ; F ) +
1

µ(F )
N log(2)µ(F∆T iNF ) + log(2) + κr′t

≤ N log(2)αk2 + log(2) + κr′t ≤ (log(2)αk + log(2)/t+ κr′) · t,

car, par construction, on a

H(ϕ[0,N [ | ξ[0,N [ ∨ π[0,N [ ; F ) = 0.

L’avant dernière ligne est obtenue par le Lemme 2.12. De plus, par (A) et (B), on
a

log(2)αk + log(2)/t ≤ log(2)κr′ + κr′/2 ≤ κr′.

Donc
H(ϕ[0,N [ | ξ[0,N [ ∨ π[0,N [) ≤ 2κr′t.
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On conclue alors

H(ξ[0,t[ | (π ∨ ϕ)[0,t[) = H((ξ ∨ ϕ)[0,t[ | π[0,t[)−H(ϕ[0,t[ | π[0,t[)
= H(ξ[0,t[ |π[0,t[) +H(ϕ[0,t[ | (ξ ∨ π)[0,t[)−H(ϕ[0,t[ |π[0,t[)
≤ H(ξ[0,t[ |π[0,t[)−H(ϕ[0,t[ |π[0,t[) + 2κr′t

< (h(ξ, µ, T |π)− h(ϕ, µ, T | π) + 3κr′) · t,

la dernière inégalité s’obtient par (P3.1) et par le fait que t est un multiple de N .
On obtient alors (iii)

H(ξ[0,t[ | (π ∨ ϕ)[0,t[) < (h(ξ ∨ ϕ, µ, T |π)− h(ϕ, µ, T | π) + 3κr′) · t
= (h(ξ, µ, T |π ∨ ϕ) + κr) · t

par la "chain rule" de la KS-entropie.

2.4.3 Preuve du Théorème d’Austin via la Proposition 2.17

Pour appliquer le Proposition 2.17, on a besoin d’un résultat sur la finie déter-
mination relative :

Lemme 2.18. Si ξ, π et π′ sont trois processus sur (X,µ, T ) tels que ξ est relati-
vement finiment déterminé par rapport à π et π et π′ engendrent le même facteur
mod µ, alors ξ est relativement finiment déterminé par rapport à π′.

La preuve de ce résultat se trouve aussi dans l’article d’Austin (voir [1, Lemma
11.6]). On peut maintenant prouver le Théorème d’Austin.

Soit (ξ(k))k≥0 une suite de processus qui engendre la tribu F du système
(X,µ, T ). Quitte à considérer (ξ(0)∨· · ·∨ξ(k))k≥0, on peut supposer que (ξ(k))k≥0
est croissante, c’est-à-dire que ξ(k)0 4 ξ

(k+1)
0 . On fait aussi en sorte que ξ(0) soit

le processus trivial. On fera remarquer au lecteur qu’il est possible de choisir une
suite génératrice car nous travaillons sur des espaces de Lebesgue.

On va vouloir appliquer la Proposition 2.17 une infinité de fois à chaque pro-
cessus de la suite (ξ(k))k≥0. Pour cette raison, on choisit une suite de nombres
entiers (kj)j≥0 qui passe par tous les éléments de N une infinité de fois. Pour
construire une telle suite, on peut, par exemple, concaténer les mots {0}, {0, 1},
{0, 1, 2} etc ... . Une fois cette suite construite, on utilise la Proposition 2.17 pour
construire par récurrence une suite de processus (ϕ(j))j≥0 et une suite (κj)j≥0
telles que
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(i) h(ϕ(j), µ, T ) < 2−(j+1) min{ε, κ0, ..., κj−1},

(ii) ξ(kj)[0,tj [
est relativement (κjtj, 2

−(j+1))-extrémale par rapport à

ψ
(j)
[0,tj [

:= (π ∨ ξ(kj−1) ∨ ϕ(0) ∨ · · · ∨ ϕ(j))[0,tj [,

(iii) et H(ξ
(kj)

[0,tj [
|ψ(j)

[0,tj [
) < (h(ξ(kj), µ, T |ψ(j)) + κj2

−(j+1)) · tj .

Lorsque kj = 0, on se contente de prendre κj = 1 et un processus ϕ(j) satisfaisant
seulement (i).

Démonstration du Théorème d’Austin. Il nous reste à montrer que (X,µ, T ) est
relativement Bernoulli par rapport à π∨

∨∞
j=0 ϕ

(j) et à estimer l’entropie de
∨∞
j=0 ϕ

(j).
Tout d’abord, par (i), on voit que

h(π ∨
∞∨
j=0

ϕ(j), µ, T |π) ≤ h(π, µ, T |π) +
∞∑
j=0

h(ϕ(j), µ, T |π)

≤
∞∑
j=0

h(ϕ(j), µ, T ) ≤ ε.

(15)

Donc on a h(π ∨
∨∞
j=0 ϕ

(j), µ, T ) ≤ h(π, µ, T ) + ε <∞, donc, par le Théorème
de Krieger, il existe un processus π̃ sur un alphabet fini qui engendre le facteur
π ∨

∨∞
j=0 ϕ

(j). De plus, par l’estimation (15), on a

h(π̃, µ, T | π) ≤ ε. (16)

Soit k ∈ N. Soit j ≥ 0 tel que kj = k. Par (ii), on sait que ξ(k)[0,tj [
est (κjtj, 2

−(j+1))-

extrémale par rapport à ψ(j)
[0,tj [

. Or, par la "chain rule" de la KS-entropie, on a

h(ξ(k), µ, T |ψ(j))− h(ξ(k), µ, T |ψ(j) ∨ π̃) = h(ξ(k), µ, T |ψ(j))

− h(ξ(k) ∨ π̃, µ, T |ψ(j)) + h(π̃, µ, T |ψ(j))

≤ h(π̃, µ, T |ψ(j)).

De plus, on peut obtenir une estimation similaire à (15), en utilisant (i) de nou-
veau :

h(π̃, µ, T |ψ(j)) = h(
∞∨

i=j+1

ϕ(i), µ, T |ψ(j))

≤
∞∑

i=j+1

h(ϕ(i), µ, T ) ≤ κj2
−(j+1).
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Enfin, par (iii), on a

H(ξ
(k)
[0,tj [
|ψ(j)

[0,tj [
)−H(ξ

(k)
[0,tj [
|ψ(j)

[0,tj [
∨ π̃[0,tj [)

≤ (h(ξ(k), µ, T |ψ(j))− h(ξ(k), µ, T |ψ(j) ∨ π̃) + κj2
−(j+1)) · tj

≤ κj2
−jtj

Donc, par le Corollaire 2.6.1, ξ(k)[0,tj [
est relativement (κjtj, 7 · 2−(j+1))-extrémale

par rapport à (π̃∨ψ(j))[0,tj [. De plus, on peut obtenir une version modifiée de (iii) :

H(ξ
(k)
[0,tj [
|ψ(j)

[0,tj [
∨ π̃[0,tj [) ≤ H(ξ

(k)
[0,tj [
|ψ(j)

[0,tj [
)

< (h(ξ(k), µ, T |ψ(j)) + κj2
−(j+1)) · tj

≤ (h(ξ(k), µ, T | π̃ ∨ ψ(j)) + 2 · κj2−(j+1)) · tj
< (h(ξ(k), µ, T | π̃ ∨ ψ(j)) + 7 · κj2−(j+1)) · tj

Mais alors, par la Remarque 2.1, ξ(k) est relativement (49 · 2−(j+1))-finiment
déterminé par rapport à π̃ ∨ ψ(j). Et, par le Lemme 2.18, ξ(k) est relativement
(49 · 2−(j+1))-finiment déterminé par rapport à π̃ ∨ ξ(k−1). Or, on a choisit la suite
(kj)j≥0 de sorte que l’on puisse prendre j arbitrairement grand, donc ξ(k) est rela-
tivement finiment déterminé par rapport à π̃ ∨ ξ(k−1).

On fait alors appel au résultat du Chapitre 1 ([Chapitre 1, Théorème 3.2]) pour
dire qu’il existe un schéma de Bernoulli ζ(k) indépendant de π̃ ∨ ξ(k−1) et tel que

π̃ ∨ ξ(k−1) ∨ ζ(k) et π̃ ∨ ξ(k−1) ∨ ξ(k) = π̃ ∨ ξ(k)

engendrent le même facteur. Mais alors, par récurrence, on voit que

π̃ ∨
∞∨
k=0

ζ(k) et π̃ ∨
∞∨
k=0

ξ(k)

engendrent le même facteur. De plus, on avait choisit les processus ξ(k) de sorte
qu’ils engendrent le tribu entière, donc π̃∨

∨∞
k=0 ζ

(k) est générateur. Enfin,
∨∞
k=0 ζ

(k)

est un schéma de Bernoulli indépendant de π̃. Ainsi, (X,µ, T ) est relativement
Bernoulli par rapport à π̃. Cela combiné avec l’estimation (16) prouve le Théo-
rème d’Austin.

Le schéma de Bernoulli
∨∞
k=0 ζ

(k) que l’on a construit, contrairement à la ma-
jorité de ceux que l’on a manipulé dans ce mémoire, est à valeurs sur un alphabet
infini, mais il vérifie bien la définition des schémas de Bernoulli que l’on avait
donnée dans le Chapitre 1.
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3 Conséquences du théorème d’Austin
Parmi les différents résultats que l’on peut obtenir à partir de la propriété de

Pinsker faible (voir [1, Section 16]), on se contentera ici d’en présenter un seul en
détails. Montrons le théorème suivant, dont la preuve est due à Thouvenot (voir
[13]).

Théorème 3.1. Soient (X,µ, T ) et (Y, ν, S) deux systèmes ergodiques et B un
schéma de Bernoulli tels que (X,µ, T ) × B et (Y, ν, S) × B sont isomorphes.
Alors (X,µ, T ) et (Y, ν, S) sont isomorphes.

Nous avons choisi ce résultat car il permet de nous éclairer sur le résultat donné
par la propriété de Pinsker faible. En effet, celle-ci promet l’existence d’un facteur
d’entropie arbitrairement faible par rapport auquel le système initial est relative-
ment Bernoulli, mais ce facteur n’a rien de canonique. On peut seulement dire
qu’il contient le facteur de Pinsker du système. Le théorème ci-dessus nous donne
tout de même une information supplémentaire : si Xε et Yε sont deux facteurs
d’entropie ε donnés par la propriété de Pinsker faible, ils sont isomorphes. Cepen-
dant, il est important de noter que, bien que ces deux systèmes soient isomorphes,
les deux applications facteurs qui leur sont associées ne sont pas nécessairement
les mêmes, et ces deux facteurs n’engendrent donc pas nécessairement la même
sous-tribu sur (X,µ, T ).

Passons maintenant à la preuve du Théorème 3.1. On aura besoin du résultat
suivant, qui correspond à [14, Proposition 4], et qui s’obtient à partir des résultats
de [Chapitre 1, Sous-section 3.5] :

Théorème 3.2. Soient (Y, ν, S) un système ergodique d’entropie finie et π un
processus tels que (Y, ν, S) est relativement Bernoulli par rapport à π.

Tout processus ζ sur Y tel que ζ0 prenne un nombre fini de valeurs est relati-
vement finiment déterminé par rapport à π.

Démonstration. Soit η un schéma de Bernoulli sur Y tel que π∨η soit générateur.
Comme (Y, ν, S) est d’entropie finie, on peut supposer que η est à valeurs dans
alphabet fini. En effet, il suffit de prendre un schéma de Bernoulli sur un alphabet
fini de même entropie que η et d’utiliser le fait que deux schémas de Bernoulli de
même entropie sont isomorphes.

Soient ζ sur Y à valeurs dans l’alphabet [k] et ε > 0. On se donne δ > 0
et n1 ≥ 1 à fixer plus tard. Soit (X,µ, T ) un système ergodique tel que h(T ) ≥
h(ζ ∨π, S), munit de deux processus ξ et π′ tels que (T, π′) ∼ (S, π) et vérifiant :
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(i) |d((π′ ∨ ξ)[0,n1[)− d((π ∨ ζ)[0,n1[)| ≤ δ,

(ii) 0 ≤ h(π′ ∨ ξ, T )− h(π ∨ ζ, S) ≤ δ.

Remarque 3.1. Dans la définition de la finie détermination, on mettait la condition
(ii)′ : |h(π′∨ξ, T )−h(π∨ζ, S)| ≤ δ, mais effectuer cette preuve avec la condition
(ii) plus forte donnée ci-dessus est suffisant pour appliquer les résultats montrés
dans le Chapitre 1.

Nous allons montrer que, si δ est assez petit et n1 est assez grand, on a

d̄
(
(T, ξ), (S, ζ) | π′, π

)
≤ ε. (17)

On se donne un alphabet fini A et une mesure γ1 dessus telle que H(γ1) =
h(S) − h(π ∨ ζ, S). En utilisant le lemme fondamental d’Ornstein relatif prouvé
dans le premier chapitre ([Chapitre 1, Lemme 3.12]) ainsi que [Chapitre 1, Lemme
3.13], on construit un schéma de Bernoulli ρ sur Y à valeurs dans A, indépendant
de π ∨ ζ et tel que d(ρ0) = γ1. On a donc

h(π ∨ ζ ∨ ρ, S) = h(π ∨ ζ, S) +H(ρ0) = h(S).

Si h(π′ ∨ ξ, T ) < h(π ∨ ζ, S), on se donne un nouvel alphabet fini B et γ2 telle
que H(γ2) = h(π ∨ ζ, S)− h(π′ ∨ ξ, T ). On travaillera alors avec le système

(Z, λ,R) = (X × AZ ×BZ, µ⊗ γ⊗Z1 ⊗ γ⊗Z2 , T × TA × TB),

et on notera ρ′ la projection sur la deuxième coordonnée (clairement, on a (S, ρ) ∼
(R, ρ′)). En ajoutant B dans la construction de Z, on s’est assuré que h(R) =
h(S).

Notre but va être d’utiliser le lemme fondamental relatif affin de copier η sur
Z. On se donne α > 0, β > 0 et γ > 0 que l’on fixera plus tard. On se donne une
première estimation : il existe K ≥ 1 tel que

ζ0 4γ (π ∨ η)[−K,K]. (18)

On peut aussi prendre une deuxième estimation plus précise : il existe N1 ≥ K
assez grand pour avoir

ζ0 4α (π ∨ η)[−N1,N1]. (19)
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Par le théorème de Rohlin ([Chapitre 1, Théorème 3.4]), il existe des bases de
tours de Rohlin F ′ ⊂ Z et E ′ ⊂ Y telles que λ(

⋃n1−1
j=0 RjF ′), ν(

⋃n1−1
j=0 SjE ′) ≥

1− β et
d((π′ ∨ ξ ∨ ρ′)[0,n1[ F ′

) = d((π′ ∨ ξ ∨ ρ′)[0,n1[), (20)

et
d((π ∨ ζ ∨ ρ)[0,n1[ E′

) = d((π ∨ ζ ∨ ρ)[0,n1[). (21)

On remarque que, comme ρ et ρ′ sont de même loi et indépendants de π ∨ ζ et
π′ ∨ ξ respectivement, on a

|d((π∨ ζ ∨ρ)[0,n1[)−d((π′∨ ξ∨ρ′)[0,n1[)| = |d((π∨ ζ)[0,n1[)−d((π′∨ ξ∨)[0,n1[)|.

En utilisant cette remarque ainsi que (20), (21) et (i), si δ est assez petit, on peut
trouver F ⊂ F ′ et E ⊂ E ′ tels que λ(

⋃n1−1
j=0 RjF ′), ν(

⋃n1−1
j=0 SjE ′) ≥ 1− 2β et

d((π′ ∨ ξ ∨ ρ′)[0,n1[ F
) = d((π ∨ ζ ∨ ρ)[0,n1[ E

).

Donc les gadgets (S,E, n1, π0∨ζ0∨ρ0) et (R,F, n1, π
′
0∨ξ0∨ρ′0) sont isomorphes.

Par [Chapitre 1, Lemme 3.9], il existe η∗ sur Z tel qu’on ait l’isomorphisme :

(S,E, n1, π0 ∨ ζ0 ∨ ρ0 ∨ η0) ∼= (R,F, n1, π
′
0 ∨ ξ0 ∨ ρ′0 ∨ η∗0). (22)

Soit ε′ > 0 et on prend δ′ > 0 et n′1 ≥ 1 donnés par le lemme fondamental
appliqué à π et η. On commence par voir que, pour β assez petit et n1 assez grand,
l’isomorphisme de gadgets ci-dessus implique

|d((π′ ∨ η∗)[0,n′1[)− d((π ∨ η)[0,n′1[)| ≤ δ′. (23)

Prenons N2 ≥ N1 tel que

π0 ∨ ζ0 ∨ ρ0 4β (π ∨ η)[−N2,N2].

Alors, par le même argument que pour [Chapitre 1, (36)], on voit que cette esti-
mation et (22) implique

π′0 ∨ ξ0 ∨ ρ′0 45β (π′ ∨ η∗)[−N2,N2],

si 2N2

n1
≤ β. Alors, pour β assez petit, en notant (π′∨ η∗)(N2) le processus vérifiant

(π′ ∨ η∗)(N2)
0 = (π′ ∨ η∗)[−N2,N2], on a

h(π′ ∨ η∗, R) = h((π′ ∨ η∗)(N2), R) ≥ h(π′ ∨ ξ ∨ ρ′, R)− α
≥ h(π ∨ ζ ∨ ρ)− α− δ
= h(π ∨ η, S).
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Comme on a aussi

h(π′ ∨ η∗, R) ≤ h(R) = h(S) = h(π ∨ η, S),

on a, pour α puis δ assez petits :

0 ≤ h(π ∨ η, S)− h(π′ ∨ η∗, R) ≤ δ′. (24)

Les estimations (23) et (24) nous permettent alors d’appliquer le lemme fonda-
mental : il existe η′ sur Z tel que

(a) (R, π′ ∨ η′) ∼ (S, π ∨ η) et (b) |η∗0 − η′0| ≤ ε′.

Comme π ∨ η est générateur, (Y, ν, S) est alors un facteur de (Z, λ,R), et l’appli-
cation facteur associée envoie π′ ∨ η′ sur π ∨ η. Posons ζ ′ le relevé sur (Z, λ,R)
de ζ . Alors (S, π ∨ ζ) ∼ (R, π′ ∨ ζ ′) et il reste à voir que ζ ′0 est proche de ξ0 :
grâce à (18), on peut trouver une fonction Π sur ([r]× [l])[−K,K] telle que

|ζ0 − Π(π ∨ η)| ≤ γ. (25)

On peut transporter cette estimation via l’application facteur construite ci-dessus :

|ζ ′0 − Π(π′ ∨ η′)| ≤ γ.

On peut aussi utiliser une nouvelle fois l’argument utilisé pour obtenir [Chapitre
1, (36)], et (25) devient alors

|ξ0 − Π(π′ ∨ η∗)| ≤ 2γ + 3β,

car N2 ≥ K et donc 2K
n1
≤ β. Alors, par (b), pour ε′ assez petit

|ξ0 − Π(π′ ∨ η′)| ≤ 3γ + 3β,

(pour cela on utilise le fait que γ et K ne dépendent pas de ε′). Enfin, on a

|ξ0 − ζ ′0| ≤ 4γ + 3β.

On choisit alors γ puis β tels que 4γ + 3β ≤ ε, et la preuve est complète.

Remarque 3.2. Il est important de voir dans la preuve ci-dessus que les paramètres
δ et n1 ne dépendent que des processus portés par Y (π, η et ζ) et de ε. On peut
aussi remarquer que le paramètre n′1 vaut 1, mais cela simplifie très peu la preuve.
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Cela permet de prouver le Théorème 3.1, en utilisant la propriété de Pinsker
faible :

Démonstration du Théorème 3.1. Tout d’abord, on voit que, grâce à la conjecture
de Pinsker faible, on peut supposer T et S sont d’entropie finie.

Pour toute application facteur ϕ, on notera Xϕ le système engendré par ϕ.
On commence par remarquer que l’isomorphisme implique que h(T ) = h(S),

et note a = h(T ) = h(S). Ensuite, on applique la propriété de Pinsker faible à T
et S pour construire des applications facteurs π1, ψ1 sur X et π2, ψ2 sur Y telles
que

(i) (X,µ, T ) ∼= Xπ1 × Xψ1 et (Y, ν, S) ∼= Xπ2 × Xψ2 ,

(ii) Xψ1 et Xψ2 sont des schémas de Bernoulli,

(iii) et h(π1, T ), h(π2, S) ≤ a
3
.

L’isomorphisme permet aussi de construire un système (Z, λ,R) sur lequel on
a quatre applications facteurs ϕ1, ϕ2, χ1 et χ2 teles que

(a) Xϕ1 = Xϕ2 = B,

(b) Xχ1 = (X,µ, T ) et Xχ2 = (Y, ν, S),

(c) et (Z, λ,R) ∼= Xϕ1 × Xχ1
∼= Xϕ2 × Xχ2 .

Mais on peut relever π1, π2, ψ1 et ψ2 en des applications sur Z, et alors, en combi-
nant (i), (iii), (a) et (c), on voit que (Z, λ,R) est relativement Bernoulli par rapport
à π1, et aussi par rapport à π2. De plus, π1 et π2 sont d’entropie finie, et donc par le
théorème de Krieger, on peut supposer que ce sont des processus sur des alphabets
finis. Le Théorème 3.2 nous dit alors que π2 est relativement finiment déterminé
par rapport à π1, et inversement, que π1 est relativement finiment déterminé par
rapport à π2. De plus, il est facile de voir que c’est encore vrai sur Xπ1∨π2 . Il existe
alors deux nouveaux schémas de Bernoulli B1 et B2, tels que

Xπ1∨π2
∼= Xπ1 × B1 et Xπ1∨π2

∼= Xπ2 × B2.

Prenons B′ un schéma de Bernoulli d’entropie a−h(π1∨π2, R). La construc-
tion du paragraphe précédent implique que

Xπ1 × B1 × B′ ∼= Xπ2 × B2 × B′.
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Mais comme deux schémas de Bernoulli de même entropie sont isomorphes, on
voit que

B1 × B′ ∼= Xψ1 et B2 × B′ ∼= Xψ2 .

On en conclut

(X,µ, T ) ∼= Xπ1 × Xψ1
∼= Xπ2 × Xψ2

∼= (Y, ν, S).

4 Annexe
Cette section a pour but de compléter l’annexe du Chapitre 1. Ce découpage

de l’annexe en deux parties n’est pas idéal, et je m’en excuse.

4.1 Espaces de Lebesgue

Tous les espaces de probabilité considérés dans ce mémoire sont des espaces
de Lebesgue, donc il me semble utile de les définir précisément. Dans l’annexe
du Chapitre 1, il y avait déjà une partie intitulée "Espaces de Lebesgue", mais
elle ne contenait qu’un résultat élémentaire ([Chapitre 1, Lemme 4.1]) sur la me-
sure de Lebesgue, pas très intéressant à démontrer, mais qui est bien utile dans le
manipulation de gadgets.

L’espace probabilisable fondamental que l’on considère est le segment [0, 1]
munit de la tribu de Lebesgue Σ. On rappelle que la tribu de Lebesgue est la
complétion de la tribu Borélienne pour la mesure de Lebesgue. De plus, on notera
L la mesure de Lebesgue sur cet espace.

On dit que deux espaces de probabilité (X,µ) et (Y, ν) sont isomorphes s’il
existe X0 ⊂ X et Y0 ⊂ Y de mesure totale et une bijection Φ : X0 −→ Y0
mesurable, d’inverse mesurable et telle que Φ∗µ = ν.

Définition 4.1. Un espace de probabilité (X,µ) est un espace de Lebesgue s’il
existe 0 ≤ α ≤ 1, un ensemble I ⊂ [0, 1] au plus dénombrable et une famille
de nombres positifs (ai)i∈I telle que

∑
i∈I ai = 1 tels que (X,µ) est isomorphe à

l’espace probabilisable ([0, 1],Σ) munit de la mesure

αL+ (1− α)
∑
i∈I

aiδi,

où δi est la mesure de Dirac en i.
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Cette définition peut sembler trop restrictive, mais elle englobe en fait la très
grande majorité des espaces de probabilité utilisés (voir [10, Chapter 1] pour voir
d’autres caractérisation équivalentes des espaces de Lebesgue). Cependant une
propriété importante est préservée par isomorphisme : la présence d’atomes. On
appelle atome d’un espace de probabilité tout point dont le singleton est de me-
sure non-nulle. Dans la définition des espaces de Lebesgue, les atomes sont les
éléments de I . On trouve souvent une définition des espaces de Lebesgue pour
laquelle on n’autorise pas la présence d’atomes, et on suppose qu’un espace de
Lebesgue est isomorphes au segment [0, 1] munit de la mesure de Lebesgue. En
particulier, c’est sous ces conditions que l’on peut appliquer [Chapitre 1, Lemme
4.1]. Étant donné que l’on a utilisé ce lemme à de nombreuses reprises dans la
partie concernant la théorie d’Ornstein, il est important de vérifier que cela était
correct. Cela est dû au résultat suivant :

Proposition 4.1. Soit (X,µ, T ) un système dynamique ergodique. Ou bien (X,µ)
ne possède pas d’atomes, ou bien il existe n ≥ 1 tel que (X,µ, T ) est isomorphe
à la rotation sur Z/nZ munit de la mesure de probabilité uniforme.

Démonstration. Notons Atom(X) l’ensemble des atomes de X . Comme T pré-
serve la mesure µ, Atom(X) est est ensemble T -invariant, et, comme (X,µ, T )
est ergodique, Atom(X) est de mesure 0 ou 1. Supposons que µ(Atom(X)) = 1
et montrons que (X,µ, T ) est isomorphe à une rotation. Fixons x0 ∈ Atom(x).
Comme, pour tout k ≥ 0, µ({T kx0}) = µ{x0}) > 0, l’orbite de x0 est finie. De
plus, T est une bijection sur Atom(X), donc x0 est un point périodique et on note
n sa période. Enfin, l’orbite de x0 est un ensemble T -invariant et de mesure non-
nulle, donc de mesure 1. Vu que la restriction de T à l’orbite de x0 est isomorphe
à la rotation sur Z/nZ, la preuve est terminée.

Ainsi, on a une description complète des systèmes ergodiques qui possèdent
des atomes. Par conséquent, vu que tous les systèmes auxquelles on a appliqué
[Chapitre 1, Lemme 4.1] étaient ergodiques, on peut se contenter d’étudier ces
systèmes dans le cas où ils n’ont pas d’atomes.
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